Szamelméleti megjegyzések V.
Extremalis problémak a szamelméletben, 11

ErDOs PAL

E cikk elsG fejezetében, az . Extremdlis problémdk a szdamelmélet-
ben, 1.”-ben (Mat. Lapok 13(1962), 228—255, e cikket réviden I-ként
fogom idézni) diskutdlt problémadkrdl irok, amennyiben e kérdésekrdl
I megjelenése ota tortént emlitésre mélto haladds. A cikk mdsodik feje-
zetében 1j, részben 1 megjelenése ota felvetett problémdkat és eredme-
nyeket diszkutdlok. Ellentétben I-el, nem szoritkozunk véges inter-
vallumokra vonatkozo extrém problémikra, s igy sok érdekes 0j kér-
désre jutunk. a.a,,....b, by, ... L d... pozitiv egész szimokat fog
jeloIni, p. ¢ primszamokat.

il

[.9. K. F. Roth a kovetkezé kérdést vizsgdlta: Legyen ¢ (k)= +1,
I=sk=n.
G(n) = min max | > o(a+kd)
¢ a,dom | k=0

(a+md=n)

Milyen gyorsan tart G(n) a végtelenhez?
En I.9-ben azt sejtettem, hogy ha

m

F(n) = min max‘ P qa(kn"}‘
¢ md | k:l
md =n

akkor F(n) oo, ha n -, s6t azt is sejtettem, hogy F(n)=c, logn.
G (n)-b6l F(n)-et tugy nyerjiik, hogy csak az a=0 esetet tekintjiik.
Természetesen vdrhato, hogy G (n) sokkal gyorsabban tart a végtelen-
hez, mint F(n). Roth be is bizonyitotta, hogy minden £=0 esetén,
ha n=nye) Gm)=n"-* és sejti, hogy G(n)=n">"% Tovdibbd meg-
jegyzi, hogy elemi valdsziniiségszamitdasi eredményekb&l nyerhetd,
hogy van oly ¢(k) = +1, amelyre G(n)=c(nlogn)> alkalmas c-re.
Elgszér is bebizonyitjuk, hogy G(n)<=Cn": alkalmas elegendd nagy
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C-re, (C,c, ¢y, ... mindig alkalmasan vilasztott pozitiv abszolut kons-
tansokat fog jeldini).

Hogy dllitdsunkat bebizonyitsuk, elsdsorban is megjegyezziik,
hogy a @(k) = £ 1, 1 =k=n figgvényt 2"-féle mdédon valaszthatjuk
meg. Ismeretes tovdbbd a kovetkezé Kolmogoroff féle tétel: Legyen
pk)y =+1,1=k=m (igy @(k) 2" f(éleképpen vidlaszthatd). Jeldlje
M(1) @(k) azon vidlasztdsainak szamdt, amelyekre

| % ol -
max | > (k)| = tm'"
1sl=m|k=1 |
és m(t) azon vilasztisok szamiit, melyekre

> k)| = tm'™
| k=1
Fennall

S M(r) = 2!”{.*}4('1(;‘-@:2 m.

(1)-ben az elsé egyenlétlenség valo Kolmogorofftol, a mdsodik terme-
szetesen régota ismert a binomidlis eloszlds elméletébdl. Jeldlje M, (2r)
azon @(k) = +1 figgvények szdamdt, melyekre

max | > @(k)| = 2tm':

l=u<v=m u
(1)-bdl nyilvdanvalo, hogy
(2) M, (2t) =2m(t) =c, e~ 22",
(2)-bél mdrmost nyilvanvalo, hogy azon @(k) =+1, l=k=n

fiiggvények szdma, melyekre fix a és d (0 =a=d) mellett van oly 0 =u =
—=v=nld, hogy

w

| v | th
2 platkd)| = 2:[’;]
u (¢

kisebb, mint ¢;e="2" (ti. ha k #a (mod d)), akkor feltételiink semmi
megkdtést se jelent, s az @ +Ad alakd szimokra (2) alkalmazhato).
Tehat ha r=Cd":/2, akkor nyerjiik, hogy azon ¢ (k) fiiggvények szima,
melyekre van oly u ¢s v, hogy

(3) > pla+kd }i = Cn's
kisebb, mint '

(4) Clc—fzczd.r'-l- o
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Minthogy a, d féleképpen, vilaszthato (4)-bél nyerjiik, hogy azon ¢ (k)
fliggvények szdma, melyekre van oly a, u, v, hogy

i,' lp(a+ kd)| = Cn':
(1]

kisebb, mint
(5) cyde—c2Cdi4 2,
(5)-bél nyerjiikk d-re valé szummadldssal (d=1,2,...) hogy azon ¢

@(k) = +1 fiigevények szama, melyekre G(n)=Cn'?, azaz melyekre
van oly a, d, u, v hogy

| ¢
| X olatkd)| = Cn"™
kisebb, mint '

©) 2 3 cyde—erCat <2
d=1

ha C elegendd nagy. (6)-bol nyilvdn kovetkezik, hogy van oly ¢(k)
fiiggvény, melyre G(n)=Cn':.

Valdsziniinek ldatszik, hogy minden ¢=0-ra, ha n=ny(c), akkor
G(n)=en'>, azaz

(7) lim G (n)/n"> = 0.

n==e

(7) bizonyitdsa azonban eddig nem sikertilt.
Cantor, Schreiber, Strauss és ¢én konstrudltunk (egymastol fiig-
getleniil) olyan ¢(n) = £ 1 fiiggvényt, melyre minden a és J mellett

|t

®) sup| 3 ¢(a+kd)| = l(a, dy<=

== [ K=1
Ugyanis ha ¢(u) = —@(m+u), | =u=m, akkor minden dm esetén,
ha O0=a=d

> platld) = 0.
O=l< ’:— =1
E megjegyzésbdl a fenti tulajdonsigi ¢(n) kénnyen nyerhetd.
Konnyili beldtni azonban, hogy az /l(a,d).0=a=d, 1=d=
szdimok nem lehetnek korldtosak. Legven L(d)=max /(a,d) L(d)-re

nincs jo alsé becslésiink, példdnk kidolgozva L(d) = ¢%d! felsG becslést ad
s nem tudjuk, mily kozel van e becslés a valddi hatdrhoz.



138

Felvetettiik még a kovetkezd kérdést: Legyenek (' = [ =nf < ...}
| =i=-o= egész szamok sorozatai, akkor van oly ¢@(n) = =1 fliggvény,
hogy

! |
sup} > (p(n}""];
|=ea

i=1

minden i-re véges. A vilasz bizonydra igenls lesz.
K. F. Roth, Remark concerning integer sequenges, Acta Arith-
metica, 1X(1964), 257—260).

I. 11. Legyen a4, =a,=...=az=n olyan sorozat, hogy a
7 A
ay, g=0 vagy 1
i=1
szorzatok mind kiilonb6zék. Sejtettem, [-ben, hogy
(1) Z =m(n)+cn'2flog n.

(1)-et azota bebizonyitottam. Hogy (1)-et beldthassuk, az a-kat
két részre osztjuk, az elsé osztdlyban vannak azon a;, ..., q;-ek,

melyeknek minden primfaktora <n':. Kimutatjuk, hogy

(2) r<cn?*/log n.

Feltevés szerint a

3) 11 & g=0 vagy 1
J=1

szorzatok mind kiillonbdzGek s a (3) alatti szdmok szdma nyilvdn 2"
A (3) alatti szdimok szdmadt most egy mds modon fogjuk megbecsiilni.
A (3) alatti szdmok minden primfaktora =n'z s ezért ezek U-V alakba
irhatok, ahol U minden primfaktora =na'/s, s V¥ minden p primfaktorira
n'ls =p=n'"r . Megbecsiiljiik mdrmost, hogy hdnyféleképpen vilaszthatd
meg U. Nyilvdn U=n" (ti. a (3) alatti szdmok is kisebbek, mint »")
s igy a p primszam kitevGje U-ban nyilvdn legfeljebb (ha n=ny)

rlogn !
b log?2 =

rlogn
logp

3

(4) 1+

féleképpen vilaszthato. (4) €s (3) miatt U legfeljebb
(5) (DD < 2 < g2l

féleképpen vilaszthato.
Vizsgiljuk mdrmost, hogy F hdnyféleképpen vdlaszthato meg.
a;, legfeljebb két n'’s-ndl nagyobb primszimmal lehet oszthato, s ezért



139

ha p,.....p. jelenti az n'ls és n'/s kozotti primszamokat s a; jelenti, hogy
p; hdny @ -ban fordulhat el6, nyilvdn (ha p®a; , akkor 2-t szimitunk)

(6) S =2r
i=1

(6), (3) ¢és az aritmetikai s geometriai kozép egyenlStlensége miatt
V-re legfeljebb

) [[(rx-l—l}"[ (oc-}-l)}s [2’;”]

vdlasztdsunk van. (5) és (7) miatt U- V-re, azaz a (3) alatti szamokra
legfeljebb

() n2n'’? [1 +° ]

vdlasztasunk van. s=ca(n/log n)t? miatt egyszerii szamoldassal adodik,
hogy ha (2) elegend8 nagy c¢,-re nem igaz, akkor a (8) alatti kifejezés
=2', azaz a (3) alatti szorzatok nem lehetnek mind kiilénbdzdk s ezzel
(2) be van bizonyitva.

A mdsodik osztdlybeli szdimok p-b alaktak, ahol p=#n'2. Az n'/*-nél
nagyobb primszamokat két osztdlyba osztjuk, az els§ osztdlyban azon
primszamok vannak, melyekhez legfeljebb egy pb alak szdm van.
Legyenek p,. ..., p; a misodik osztdlybeli primszamok, pb*, 1 =i=j;
| =k=1; legyenek az e primszamokhoz tartozé mdsodik osztdlybeli
szamok. A mdsodik osztdlybeli szimok szdma nyilvdn kisebb, mint

j
9 n(n)4+ 2t

i=1
(2) és (9) miatt (1) be lesz bizonyitva, ha kimutatjuk, hogy

j
(10) T = D ti=cyn2flogn
i=1
A »
(11 [ IT (p:b)eex, &:=0 vagy |1
i=1 k=1

alakt szdamok szdma nyilvan 27, A (11) alatti szamok U’V’ alakba
irhatok, ahol U’ minden primfaktora kisebb, mint #'2 és ¥’ minden
primfaktora =n':. Ugyanigy, mint az els6 osztdlybeli szdmokndl
megbecsiiljiik, hogy U’ és V"’ hdnyféleképpen vilaszthato. V'’ nyilvdn

I+
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féleképpen valaszthatd, ti. p; kitevéje a (11) alatti szorzatokban csak
a 0,1, ... t; szamok valamelyike lehet. Minthogy a geometriai kdzép
nem nagyobb, mint az aritmetikai, fennall

(12) 1) = [”"

i=1
(12) mdsodik egyenlGtlensége T =2/-b6l ¢s abbdl kovetkezik, hogy

T4 . S &om s
—:rj] j-nek monoton névekvd fiiggvénye.
J

Legyen ¢ =0 clegendd kicsi, pl. T legyen ¢y elegendG nagy

s tegyiik fel, hogy (10) nem teljestil.(8)-bdl egyszerii szamitdssal nyerjiik,
(r (8)-ban most T-vel helyettesitendd), hogy U’ szdmdra legfeljebb
(1 +¢&)" vdlasztdasunk lehet, s igy (12) miatt a (L1) alatti szdimokra leg-
feljebb

3172(] 46)T <27
vilasztdsunk lehet — azaz a (11) alatti szimok nem lehetnek mind

kiilénbozok, ami ellentmondis. Ezzel (10), s igy (1) be van bizonyitva.
Nem lehetet'en. hogy

15
- (13) max Z = n(n) +~rf['rs'-"2)+0[ t ]
logn
de (13) igazsdgdit nem tudom eldénteni. Elsé pillanatban sejteni le-
hetne, hogy

max Z = > m(n'*)
k=0
de Posival megjegyeztiik, hogy ez nem igaz, Lwyt_n aza, = . a, =n
sorozat kovetkezéképpen definidlva: Ha p=n'l, akkor P p pt elo-
fordul az a-k kozétt, amig ezek nem nagyobbak n-nél, Ha p=

7
popt pt p? fordul el§ az a-k kozott. A [] aft alakd szdmok nyilvin

i=1
mind kilénbozsk s
(14) Z=mn(n)+n(n"?) +r(n') +nn'h).
k
Legyen ay <=d,—<...=a,, ahol > ¢a;. & =0 vagy |, 6sszegek mind
i=1

kiilonbozdk. Legyen by, =min a,. (14) mintdjira kénnyd beldtni, hogy

(15) max Z = > n(n'"%)

k=1
Taldn (15)-ben egyenlgség all fenn.
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I. 1l-ben tovibbd kérdeztem: megadhato-e n(l —g) szdm n-ig

Iy 5
agy, hogy [[ a; = |[ a;, csak akkor oldhaté meg, ha /,=/,. Selfridge
r=1 r=1

konstrudlt — siirliségii ily sorozatot az credeti kérdés azonban még
e

nincsen elintézve.

I. 13. Jelentse uy(n) azt a legnagyobb szdmot, melyre van oly
A, = .. =y =n, hogy az aa;=m egyenletnek minden m-re /-nél
kevesebb megolddsa legyen. Bebizonyitottam, hogy

¥ I-1
usi(n) = (1+0(1)) %}% = (14+o(1)m(n)

A bizonyitas igen komplikilt.

P. Erd&s. On the multiplicative representation of integers, Israel
Journal of Math. 2(1964). 251—261

.14, Legyen a,=...=a,=n olyan sorozat, hogy nincs k, a;
melyeknek paronként ugyanaz a legnagyobb kozés osztojuk. Bebizo-
nyitottam, hogy minden k-ra és £=0-ra, ha n=n, (&, k) (max /= A4,(n))

(]] ¢k log nfloglogn _— Ak(”) - .i‘;"l4'“
Valdsziniinek ldatszik, hogy
(2] Ak{”} . 2-"}c10g nfloglogn,

(2) kovetkezne egy Radoval valé kombinatorikus sejtésiinkbdl. Legyen
g(k, 1) az a legkisebb szam, melyre ha A, A,.... A, s=g(k, 1) legfeljebb
k elem( halmazok, akkor mindig megadhato ¢ oly 4, melyeknek pdron-
ként ugyanaz a kozds résziik. Sejtettiik, hogy

@ g“\’,.“)f:f_-’l‘(;._l)k

(3) helyett csak g(k, 1) =k!(1—1)* bizonyitdsa sikeriilt. (3)-nak tdébb
alkalmazdsa lenne szimelméleti kérdésekben.

Még a kovetkezo kérdést szeretném megemliteni.

lgaz-e, hogy minden «-hoz van ny(z) ugy, hogy ha n=ny(x) &s

l=a,<..=aq=n,{=an,

akkor mindig van hdarom «, melyeknek paronként ugyanaz a legkisebb
kozOs tobbszorose? Ha « elég kozel van I-hez, Ggy ez trividlis, az dlta-
lanos kérdés megolddsa eddig nem sikeriilt.

P. Erdds, On a problem in elementary number theory and a combina-
torial problem, Math. of Computation, 18(1964), 644—646.



P. Erdés and R. Rado, Intersection theorems for systems of sets.
J. London Math. Soc. 35(1960), 85—90.
I. 18. Fenndll-e, hogy

lim m*ix S, k)Yn(k) = I|m maxf(n K)mn(k) =

k=

= lim min F(n, k)/n(k) =
k=o n

1. 20. Selfridge bebizonyitotta Stein sejtését, mely szerint ha
a;(mod n;), 1 <=n,=...=mn, oly kongruenciarendszer, hogy nincs oly
szam, mely koziilik egynél t6bb kongruenciat kielégit, akkor van oly
0= u=2" szim, mely ezen kongruencidk egyikét sem elégiti ki. Selfridge
eredménye még nincs publikdlva.

En sejtettem, hogy ha a;(modn), |=i=k (n, nincs felté-
telezve) olyan, hogy mindig van egy szim, mely nem c{egltl ki e kongru-
encidk egyikét sem, akkor mindig van u, 0 = u=2%, mely ¢ kongruencigk
egyikét sem eleut: ki. Selfridge ezt 0 =u=¢*-val bizonyitotta be.

Legyen ;j 1m=1- 2];.- ,ai(modn;), 1 =i=k tetszéleges kongru-
enciarendszer. Igaz-e, hogy van oly u, 0 =u =2* mely e kongruencidk
egyikét se elégiti ki?

[.21. Daykin ¢s Baines bebizonyitottdk D. Newman sejtését,

mely szerint ha 1=a,<=...=a,,,=2n, akkor mindig van kozottik
kettd. melyre
(1) (a;.a)=1, a;=n.

Newman tovdbbd sejtette, hogy minden m =n-hez vanaz 1,2, ..., n
szimoknak oly #{™, ..., i permutdcija, melyre

(2) (r,m+it"y =1, 1=r=n.

(2)-t m=n esctén bebizonyitottdk, s ebbdl nyerték (1)-et.

Legyena, =...=da,. =2n, f(2n; a,, ..., a,+,) jelentse az (a;, a;) =1
parok szamdt. Legyen uw,=3-5... p, az elsé k pdratlan primszdm szor-
zata, tovdbbd legyen wu,=2n-=u,.,. Bebizonyitottam, hogy ha n=n,,
akkor f(2n;a,....,qa,,,) minimumdt a kovetkezd sorozat adja: az
a-k a pdros szamok ¢€s u,.. A bizonyitds hasonld, mint 1. 21-ben a (14)
bizonyitdsa. Valosziniinek ldtszik, hogy ha a, =... =a,,, =2n, akkor
mindig van egy «. mely sok mds a-hoz relativ prim, de nem tudtam be-
bizonyitani. hogy ezeknek sziama n-nel végtelenhez tart. E kérdés el-
dontése valosziniileg nem lesz nehéz. (1966 szept.: Sdrkozi és Szeme-
rédi e sejtést bebizonyitottdk).
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Felvethetd a kovetkezd kérdés: Legyen a, < ... =a,, , =2n. Minden
a-t helyettesitsiink egy ponttal s gt éllel 6sszekotjiik a;-vel, ha (a;, a;) = 1.
Igaz-e, hogy az igy nyert grdafban van kor, s6t taldn négyszdg is? (Sdr-
kozi és Szemerédi ezt is bebizonyitottak).

D. E. Daykin and M. J. Baines, Coprime mappings between
sets of consecutive integers, Matematika 10(1963). 132—136.

1. 24, Legyen |Z;|=1, 1=i<ee,

— | Iz~ Z}‘
Zl=1

Igaz-e, hogy lim sup A, =<7 E kérdés nem ldtszik kdnnylinek.

n=rxa

I.26. Legyen a, =...=a,=x oly sorozat, melyre

: k
(1) 2 g4, g =0 wvagy |1

=]
osszegek mind kiilonbszék. L. Moser bebizonyitotta, hogy

41

k
(2) E a; 3

=

”‘n'

egyenldség, csak ha a,=2-' i=0,1,...,k—1.
(1)-bél kénnyen adodik. hogy

log x| loglogx

~+0(1).
. fes “log2  2log2 ()
71;%(1);%‘7 javitdsa nem ldtszik konnytinek. fftloix_;_{}(]) sejtés
még nincs eldontve. Konnyen beldthato, hogy ha a, =... végtelen

sorozat, melyre az (1) alatti gsszegek minden k-ra kiilonbozék, akkor
végtelen sok k-ra @, =21

I. 27. Nagyon érdekes kérdésekre jutunk, ha végtelen sorozatokat
is megengediink. Legyen a, =a,=... végtelen sorozat, melyre az a;+a;
dsszegek mind kilénbozdk. E sorozatokat Sidon, ki tudtommal elsé-
nek foglalkozott e kérdésekkel, B, sorozatoknak nevezte. Legyen

Ay = 21

Fennall
(1) lim inf A (x)/x" = 0

Xx=o
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s6t

(2) liminf 4 (x) (log x)"?/x"* <= o=

lehet, hogy (2) még élesithetd, de ez eddig nem sikeriilt s talin nehéz
lesz. Megadhatd viszont oly B, sorozat, melyre

(3) limsup 4(x)/x"> = 1/2.

X=re=
Ugyanazzal a mddszerrel, melyre (1) és (2) bizonyithaté, kimutattam,
hogy egy B, sorozatra

@) lim —]—-; 2> 1ai*=0.

X=o= lﬂg X aj<x

(3) miatt viszont van olyan B, sorozat, melyre 2 1/a? divergens.
i=1

(4) valosziniileg élesithetd, de nem tudom, hogy mennyire. Krickeberg

bebizonyitotta, hogy van oly B, sorozat, melyre

) lim sup 4 (x)/x" = 2-%,

(5) taldn tovdbb élesithetd, de Turdnnal bebizonyitottuk, hogy A(x) =
— 2 + 0 ( el Ya }.

Chowla ¢és Mian rekurzidval a kovetkez6 modon definidltak egy
B, sorozatot: b, =1, tegyiik fel, hogy b, ..., b,_, mdr definidlva van.
b, a legkisebb szdm, mely nem dllithato elé b, +b;, — b, 1 =i, j, I=v—1
alakba. Krickeberg v=25000-ig kiszdmitotta b-t, valdszinlinek ldt-
szik, hogy ha ¢=0 elegendd§ kicsi, akkor v =vy(e)-ra b, =vV2+¢, de még

©) -~ lim b,/1? = =
sincsen bebizonyitva. Kénnyi oly b, sorozatot konstrudlni, melyre b, <v*-
minden v-re, azaz A(x) =0 (x'/), de nem sikeriilt eddig oly B, sorozatot
konstrudlni, melyre b, =o0(v®). Rényivel bebizonyitottuk, hogy minden
e=0-ra van oly a,=a,=... sorozat, melyre ha i=iye), a;<i*** és
J(n)=c, minden n-re, ahol f(n) jelenti az n=a;+a; egyenlet meg-
olddsainak szdmdt. Turdnnal sejtettiik, hogy ha minden n-re f(n)=0,
akkor
(7) lim sup f(n) = ==.

-
Valoszinlinek ldtszik, hogy (7) mdr akkor is kovetkezik, ha csak azt
tessziik fel, hogy a, =ck® minden k-ra, de (1) szerint az a, =ck® fel-
tevésbdl csak azt tudjuk, hogy az a;+a; Osszegek nem lehetnek mind
kiilonbozéek.
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E kérdések igen nehezeknek ldtszanak. Erdekes, hogy a problémdk
multiplikativ analogonjait sikeriilt elintéznem. (Ldsd 1. 13).

P. Erdés and P. Turdn, On a problem of Sidon in additive number
theory and some related problems, J. London Math. Soc. 16(1941),
212—215, lisd még ugyanott 19(1944) 208.

F. Krickeberg, B, Folgen und verwandte Zahlenfolgen, J. reine
u. angew. Math. 206(1961)53—60.

A. Stohr, Geloste und ungeldste Fragen iiber Basen der natiirlichen
Zahlenreihe, J. reine u. angew. Math 194(1955), 132—134.

1. 28. Heilbronnal a kovetkezd tételeket bizonyitottuk be: Legyen
klp's —eo (p primszdm), és ry, ..., r, k killonbézé maradék mod p.
Minden t-re a

k
(1 > gr; = t(mod p), =0 vagy |1
=1

kongruencia megolddsainak szima (1-+0(1))2%p. A k/p'ls - feltétel
nem javithatd, k =cp*s nem elég.

Ha k=3)6 p'2, akkor az (1) kongruenciik minden 7-re meg-
oldhatok, ez valoszinlileg mar k =2p'> esetén is igaz.

Sejtettitk még, hogy ha r, ..., r, killonbozé maradékok mod n
és k=en"2, akkor

k
2 g = 0(mod n), =0 vagy 1

]

megoldhato. Flohr és én ezt csak & =cn” esetén bizonyitottuk be, ahol
%, 3-nél nagyobb dllando.

P, Erd6s and H. Heilbronn, On the addition of residue classes
mod p, Acta Arithmetica, 9(1964), 149—59.

1.29. ¢és 1.30. M. G. Murdeshwar disszerticidjaban Czipszer
és az ¢n eltoldsi problémdmmal kapcsolatos tobb eredményt élesitett
s szamos 0j problémat vet fel.

M. G. Murdeshwar, Thesis, Univ. of Alberta, Edmonton 1964,
Murdeshwar eredményei révidesen publikdlva lesznek.

1. 34. Hanani sejtette, hogy ha a,=a,=... é by =h,—... kél
végtelen sorozat, me!)ckre minden n clddllithaté a;+b; alakba, akkor
ha A(x)= 31 é B(x)= >'1

uc\' b <X

(1 limsup A(x)B(x)/x = 1

Narkiewicz (1)-et nc¢hdny specidlis esetben bebizonyitotta, de Danzer
(1)-et megedfolta. Danzerrel sejtettiik, hogy ha minden n-re n=a; +b;

10 Matematikai Lapok 1-2
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megoldhatd és lim A(x)B(x)/x=1, akkor

Xx=co

2 lim (4 (X)B(x)—x) = o

E sejtést Sdrkozi és Szemerédi nemrég bebizonyitottdk.

Meglepd, hogy a kovetkezd egyszer(l kérdést nem sikeriilt elintéz-
nem. Van-e oly a,=...=a,=x, k=cx/logx, hogy minden m=x
2"+ @a; alakban eldllithato. Lorenz dltaldnos tétele csak

k =exlog x[log x-et ad.

L. Danzer, Uber eine Frage von Hanani aus der additiven Zahlen-
theorie, J. reine u. angew. Math. 214—215 (1964), 392—397.

W. Narkiewicz, Remarks on a conjecture of Hanani in number
theory, Colloqu. Math. 7 (1960), 161—165.

P. Erdés, Some results on additive number theory, Proc. Amer.
Math. Soc. 5(1954) 847—853.

G. G. Lorenz, On a problem of additive number theory, Ibid.
838—891.

2

1. Legyen a, =a,=... oly végtelen sorozat, melynek egyik tagja
se oszthaté a masikkal, ily sorozatot primitiv sorozatnak fogjuk ne-
vezni. Besicovitch volt az els§, aki bebizonyitotta azt a vdratlan tényt,
hogy egy primitiv sorozat felsé siir(isége lehet positiv, s6t, ha o<1,
akkor van oly primitiv sorozat, melynek felsd slirlisége «, de minden
primitiv sorozat felsd siirlisége =3. Behrend és én bebizonyitottuk,
hogy minden primitiv sorozat alsé sfirlisége 0, pontosabban Behrend
bebizonyitotta, hogy
(1) > a;< ¢, log x/(log log x)"

di<x
és Pillai bebizonyitotta, hogy minden x-hez van oly primitiv @, <... =
=a,=x, melyre
(2) > 1/a; = ¢y log x/(log log x)"

di>x

Sdrkozi, Szemerédi ¢és én kimutattuk, hogy

. . (log log x)" 1
S L — e -
(3) llz n: max”i; ) 1/a; Top )

(3)-ban a maximum az Gsszes g, =...=da,=x primitiv sorozatra van
kiterjesztve. Mint mdr I.-ben megjegyeztem, nem ldtszik konnylinek
meghatdrozni, mely primitiv sorozatra maximdlis > 1/a;.

ai=x
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Sdrkozi, Szemerédi ¢s én kimutattuk, hogy végtelen primitiv
sorozatra
4) 2> 1/a; = o(log x/(log log x)*?)
=x
tovibbd kimutattuk, hogy (4) nem javithato.
En bebizonyitottam, hogy minden primitiv sorozatra

(5) E la,loga; = C

ahol C abszolit konstans, Nem tudom, mekkora > 1/a; log a; maximdlis

i

értéke, taldn > 1/plog p.

r
Taldn érdekes lenne a kdvetkezd kérdést vizsgdlni: Legyen b, =b, <
végtelen sorozat. Mikor Iétezik a, =... primitiv sorozat, melyre a, <c¢b,?
E kérdés valdsziniileg igen nehéz lesz.
Davenport ¢s én bebizonyitottuk, hogy ha a, = ... végtelen sorozat,
melyre fenndll végtelen sok x-re
(6) > 1]a;=clogx
ap=x
ahol van egy végtelen részsorozat a; , melyre a; /a; , . Sdrkozi, Sze-
merédi ¢s ¢én azt is bebizonyitottuk, hogy ha (6) helyett végtelen sok
X-1re
> 1/a;loga; = clog log x
ai<x
dll fenn, akkor az a; a; ,, részsorozat Ggy vilaszthatd, hogy végtelen
sok k-ra a; =expexp ¢k (exp z=e?).
Tovdbbd azt is bebizonyitottuk, hogy ha a, =... alsé sfirlisége
pozitiv, akkor

i e

x=o X aja;

!'.I'J'*:I
Legyen o, =... valos szamok végtelen sorozata. melyre minden
i, j, k egész szamokra
7 kot; —o;| = 1.

Fenndll-e ekkor (1) ¢s (5)? Ha az « —k egész szdmok, akkor (7)
azt jelenti, hogy egy « sem oszthato egyetlen madsikkal. Azt se sikeriilt
bebizonyitanom, hogy (7)-bél kévetkezik, hogy

> 1 log o; = o(loglog x).

@< x

vagy
> 1/ = o(log x).

2 X

10%
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Sdarkozi, Szemerédi és én bebizonyilottuk, hogy ha a, =... pozitiv
also sfirtiségli, akkor [¢;, a;]=a, mindig megoldhaté kiilonbézG szd-
mokban. Kérdezhetjiilk, maximdlisan hdny szdm adhatd meg x-ig
ugy, hogy [a;. a;] = a, ne legyen megoldhatd kiilsnbozd egész szamokban.

F. Behrend, On sequences of numbers not divisible one by another,
J. London Math. Soc. 10 (1935) 42—45.

P. Erdds, Note on sequences of integers no one of which is divisible
by any other, ibid. 126—128.

H. Davenport and P. Erdds, On sequences of positive integers,

Acta Arithmetica 2 (1937) 147—151, lisd még Indian J. of Math.
15 (1951) 19—24,

Sdarkozivel és Szemerédivel valo eredményeink még nincsenek pub-
likdlva.

Végiil még egy megjegyzés: Legyen a, =a, = ... végtelen sorozat,
melyre a;+a; #a,. Konnyli beldtni, hogy e sorozat siirfisége <1, de
1-hez tetszélegesen kozel johet. Konnyli beldtni, hogy a fels§ siirliség
kisebb, mint 14 > (—1)/a},sezen értékhez tetszélegesen kozel johet.

r=1
Mily nagy lehet az also siiriiség?
2. Legyen a,=...=a, killénbizé szdmok sorozata. Jeldlje
k

Jiay, ....,aq) az n= > ea;, e;=0 vagy 1 egyenlet megolddsainak
i=1

szdmdt. Moserral sejtettiik, hogy

(1) S ay, ..., @) =28k,

(1) helyett csak
fnsa,, ..., a) =c25(log k)'l2/ic°l2
bizonyitdsa sikeriilt. Sdrkézi és Szemerédi azonban nemrég bebizonyi-
tottdk (1)-et. (Acta Arithmetica, XI (1965), 205-208)
Nem lehetetlen, hogy ha k=2/+1, akkor

(2) max  f(niay, codoy) = 0 =L =141, ....0,...,]1—1,1)

LI L R . T B

(2) bebizonyitdsa nem sikerdlt, s nem sikeriilt f(0; —/, ..., 0, ..., )-re
formulit taldlni. (van Lint aszimptotikus formuldt taldlt).
Valodszinlinek ldtszik, hogy az

k
noe gl D =t
i=1 =1

egyenletrendszer megolddsainak szama < ¢2%/k%
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Legyen a, =...=a,. Moserrel bebizonyitottuk, hogy mindig van
. n : .
egy részsorozat a;,, ..., 4, k '-'_-r? , melyre a;, +a;, #a;, , 1=j,=j,=
d £ | 2 a
no. S — ; : :
=jy=k,= bizonydra javithatd lesz. azonban A. J. Hilton kimutatta,

}
hogy 7n/15-nél t6bb mdr nem igaz mcég akkor sem. ha csak a j, =/,
osszegeket engedjiik meg. Hilton példdja

1007, 0;;-;:%, l=t=12, tovibbi t=14, 16, 17.

P. Erdds, Extremal problems in number theory, Proc. Symp. Pure
Math. Vol. VIIL. Theory of Numbers, 181—189, ¢ cikkben tobb ide
vonatkozd probléma van diszkutdlva,

3. Griinwald Géza és Lazdr Dezsé kérdeziék: Mekkora az a leg-
nagyobb f(k) szdm, melyre megadhaté a, =...=ay,, ugy, hogy a

)i (a;+a;) szorzatnak legfeljebb & primfaktora van. Turdnnal
l=i=j=/1(k)
bebizonyitottuk, hogy

cklogk=flk)=3.2¢1!

Surdnyi szerint f(k) =25 de f(k) valddi nagysdgrendjérdl sejtelmiink
sincsen.

Nem tudok csak k-tol fiiggd g(k)-t taldlni, melyre ha a, = ... =a,q:
by=...<b,u két sorozat, akkor ¢ [[ (a;+b;) szorzatnak k-ndl

1=i, j=g(k)

tobb primfaktora van. Igen valoszind, hogy ily g(k) létezik.

Bebizonyitottam, hogy ha a,=... végtelen sorozat, akkor az
a;+a; szimok kozil mindig kivdlaszthaté egy végtelen részsorozat
gy, hogy egyik tagja se oszthato egyetlen masikkal, sejtettem, hogy
ugyanez igaz az q; +b; szdimokra, de Trostrum ezt megcafolta.

P. Erdés and P. Turdn: On a problem in the elementary theory
of numbers, Amer. Math. Monthly 41 (1934) 608—610.

P. Erdés ibid 57 (1930) 567.

G. B. Trostrum, On sequences of integers, Mathematica 5 (1958)
38—39.

4. Legyen m=n s f(n) legyen az a legkisebb szam. hogy minden
m-re van oly u, v, melyre

O=w.v=_(n). m+u, m+rv)=1.
Moser és ¢én kimutattuk, hogy végtelen sok n-re

() S(n)=(1—e¢)(log n/loglog n)*.
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Madsrészt kimutattam, hogy minden n-re

2) J(n) = clognfloglogn [c = ﬁ-—f—s] , ha n=ny(e).

(1) és (2) kozott jelentds hézag van, melyet nem lesz konny(l dt-
hidalni. E kérdés ugy keletkezett, hogy Moser kérdezte, van-e tetszo-
legesen nagy négyzet a sikban, hogy a négyzetben levd rdcspontok
koordindtdi ne legyenek relativ primek.

P. ErdGs, On an elementary problem in number theory, Can.
Math. Bull. 1 (1958), 5—S8.

5. Legyen n,=... véges vagy vegtelen sorozat. Mikor adhatd
meg oly a,, ... sorozat, hogy az a;(mod »;) kongruencidkhoz ne legyen
oly u, mely egynél tébb kongruencidt kielégit? Nyilvin X1/a; =1 ¢&s
(1, n;) =1 sziikséges feltételek. 1. 21-ben Steinnel sejtettiik, hogy minden
g-hoz van oly x,, hogy ha x=x;, akkor > 1 =gx teljesiil.

ni<x
6. Legyen a, =... =a,=n tetszbleges sorozat, b, =... legyen azon
szamok sorozata, melyek legalibb egy a-nak tébbszorosei. lgaz-e,
hogy minden m=n esetén

Bm) _2B(n)
m  on

(1 B(x) :bé'_[.

(1) ha igaz, nyilvin nem javithatd, az a; =... sorozat dlljon csak az
a,-bél, n=2a,—1, m=2a,. Megjegyezhetjiik még, hogy nincs oly
&=0, melyre

B(m)[m=¢eB(n)/n

minden a, =...=a,=n sorozatra, s m=n-re fenndlljon. Legyenek
ugyanis az a-k az n/2 és n kozétti szimok és legyen m=m(n) elegendd
nagy. Ha n=ny(e), akkor B(m)/m - =¢/2. (P. Erdds, Note on sequences
of integers no one of which is divisible by any other, J. London Math.
Soc. 10 (1935), 126—128.

7. lJelolie f(n:a,, ...,a) azon szdmok szdmdt n-ig, melyek leg-
aldbb egy a-val nszthaték. Mekkora (k+f(n; a, ..., uk))fu maximuma,
ha [a;, a;] =n, 1 =i=j=k?Mekkora a maximum, haa;{a;, | =i<j=k?

8. g(n) Iegyen az a legkisebb szdm, melyre az n, n +] L ntg(n)
szamok legalibb egyike foglaltatik a tébbi szormtab'm Konnyd
beldtni, hogy g(k!)=k és ha n=k!, akkor g(n)=*k.

Be tudom bizonyitani, hogy végtelen sok n-re

(1) g(n)=exp ((log m)*~*).
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g(n)-re nincs jo fels6 becslésem. Be tudom bizonyitani, hogy
g(n) =cn'2, de valosziniileg g (n) = o (n°), s6t taldn g(n) <exp ((log n)"2+¢),
ha n=ngy(e). Legyen a, =... =a, =n azon szamok sorozata, melyeknek
minden primfaktoruk<=n®. g(n)=o0(n*) kovetkezne, ha be tudnok
bizonyitani, hogy

(1) max (¢;.,—a;) = l—n“.
1=i<k 2

(1) bizonyitdsa azonban valdsziniileg nem lesz kénnyd (lasd 1. 16).

9. Ismeretes, hogy a(a+d)(a+2d)(a+3d)=k* lehetetlen, tehdt
négy egymdsutin kovetkezd szam egy szdmtani sorban nem lehet
négyzetszdm. /ii(k) jelentse azt a legnagyobb szdmot, melyre van egy
k tagl szamtani sor, mely h(k) négyzetszamot tartalmaz. Sejtettem,
hogy lim h(k)/k=0. Rudin sejtette, hogy h(k) =ck'2, de eddig semmit

k= o

se sikeriilt bebizonyitani.
10. Legyen a, = ... véges vagy végtelen sorozat. f;(n; a,, ...) jeldlje
azon szamok szamadt n-ig, melyek pontosan i a-val oszthatdk. Mekkora

max lim fi(n; a;, ...)[n = o;.
ap<... ==
Bizonnyara o, =%. (D Lubell ezt nemrég bebizonyitotta)
11. Legyen a, =... =q,=x, tegyiik fel, hogy

k k
(1) 2ga,= 2 oa =0 wvagy 1, 6;=0 wvagy 1
i=1 i=1

k k
csak akkor lehetséges, ha > & = > ;. Bebizonyitottam a Linnik—
i=1 i=1
Rényi-féle nagy szita segitségével, hogy akkor k= Cx’e. A nagy szita
Bombieri—Roth-f¢le élesitésének segitségeével bebizonyitottam, hogy
k< Cx*s—¢ lehetséges azonban, hogy k< Cx': is fenndll, Taldn ha
x=(n+1)*, akkor max k=2n+1. Kénnyl beldtni, hogy ha ez igaz,

akkor nem javithatd, mert ha az a-k az n* +1, ..., (n-+1)* szdmok,
Zn+1 2n+1 2n+1 2n+1

akkor ha > d,= > ¢ akkor, > da;> > ea;. Konnyli beldtni
i=1 i=1 i=1 i=1

k k
tovdbbd, hogy ha a,=...<a,=(n+1)* és ha Z 3;= > ¢ feltételbsl
i=1
. kb ‘
kovetkezik, hogy > 8,a,> > ¢a;, akkor k=2n+1.
i=1 i=1
Straus sejti: Legyen ¢, =... =q,, akkor az q;, +... +a; , i; <...<I,

alaka &sszegek legaldbb rk — Iz —r-+1 kiilonboz8 szdamot dllitanak
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el6. Egyenldség csak akkor, ha az @ —k szdmtani sort alkotnak. Straus
megjegyzi, hogy e sejtésbdl k < Cx'2, ¢ < ()3 +&)-al kénnyen kovetkezik.
(Straus sejtését nemrég bcbizon\fitolla)

12, Legyen a,=...<a.=n.

Q(hy p) = .2: |

a;=b{mod p)

A nagy szitdval kapesolatos vizsgdlataiban Rényi bebizonyitotta, hogy

ot 2
(1 ‘2: ‘_J Q(bh, p)—- ] = ¢y kn.

pent/® b=y

A legutobbi idoben Barban, Roth és Bombieri Iényegesen ¢lesitették
(1)-et. Roth ¢és Bombieri ¢rick el a legmesszebbmend eredményeket.
Eldszor Roth bebizonyitotta, hogy (1)-ben p<=n's, p<n'"2/(log n)"-el
helyettesithetd, s Bombieri ezt p=n'-re élesitette. Egyszerii valoszinii-
seégszamitdasi meggondolisokkal kimutattam, hogy elegendG nagy c,-re

(2)

p<cunlognt/? [i

P2 > (b, p)— -] < ¢, kn

b ]
nem lehet igaz minden sorozatra, sot, legfeljebb 0(2") sorozatra lehet
igaz (az Osszes a, ... -a, = n sorozatok szama nyilvdn 2"). (2) bizo-
nyitisinak csak a gondolatmenetét ismertetem: Egyszerii kombinato-
rikai vagy valosziniiségszamitdsi okoskoddssal beldthatjuk, hogy o(2")
sorozat Kivételével minden p-re (& mint ismeretes o(n) sorozat Kivéte-

. on
Jével 5t o(n))

k 2
(3) P [Q(h 4 *"j] = ek

(3)-bél (2) azonnal koévetkezik a primszamtételbal.

Davenport kiilonben megjegyezte, hogy mdr a négyzetszamok példa-
jais mutatja, hogy (2) nem igaz, de az én komplikdltabb példimnak talin
megvan az az érdekessége, hogy ndlam &k =en, mig a négyzetszdmok
kevesen vannak, s igy itt a nagy szita hatdstalansiga kevésbé meglepé.

Barban cikke az Akadémia matematikai intézetének kozleményeiben
fog megjelenni. K. F. Roth, On the large sieves of Linnik and Rényi,
Mathematika 12 (1965), I—9.

13. Elliot bebizonyitotta, hogy ha n=nye) ¢ a,=...<a,=n,

k=(2+2¢) @ , akkor mindig van oly p, melyre az a-k teljes maradék-
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sort alkotnak. 2 +¢& valoszintileg (1 +¢)-al helyettesithetd, de e kérdést
eldonteni igen nehéz lesz. Davenport adott példdt olyan sorozatra,
melyben k= ﬁ—l—o(nmog n)*) és nincs oly p, melyre az a-k teljes
maradéksort alkotnak.

Davenport példdja: 2n —g¢, n =¢ =2n. Nyilvdn nincs oly a, melyre
a=2n(mod p) (ti. 2n —q¢ # 2n(mod p)). Nem tudjuk, vajon Davenport
példdja élesithetG-e, azaz nem tudjuk, mekkora & maximadlis értéke,
melyre van a; =...=a,=n, s mely egyetlen primszdmra sem ad teljes
maradéksort.

Kérdezhetjik még, hogy mily nagynak kell lennie A-nak, hogy
az a,=...=a,=n sorozathoz legyen legaldbb két primszdm, p, és
pi. melyre az a-k teljes maradéksort alkotnak.

Davenporttal kérdezhetjiik: Legyen k=n':, Van-e akkor oly p,
melyre az a-k tébb mint (p + 1)/2 maradékosztdlyban vannak ? Mekkord-
nak kell lennie k-nak. hogy legyen egy p, melyre az a-k p(l —¢) mara-
dékosztdlyban vannak?

P. D. T. Elliot, On sequences of integers Quarterly J. of Math. 16
(1965), 30—45.

Selfridgetsl valé a kovetkezd kérdés: Legyenek a; =...=a, =2*
egész szamok és tegyiik fel, hogy ha (¢; —k egész szamok)

jST
(1) 2, ;=0 akkor min ¢;= — 1.
=t 1=i=k
Igaz-e, hogy akkor @, =2%-1, q, = k-1 42k-2 g =2k_17

Tudtommal e kt,rdea még nincs elmtezve

Selfridge bebizonyitotta, hogy ha (1) fenndll, akkor «, = 2""!
(itt nem kell az a, =2* feltevés).

Selfridge problémdjan gondolkozva a kévetkezd kérdésre jutottam:
Legyen a, = ... =g, =x ¢és tegyiik fel, hogy egy a se foglaltatik mds a-k
osszegében. Mekkora & maximuma?

Jeloljik e maximumot f(x)-el. En elGszor azt sejtettem, hogy

log x
) =joo5+00).
Grahdm ¢s Straus azonban kimutattdk, hogy sejtésem fteljesen
elhibdzott, ugyanis 6k bebizonyitjdk, hogy (exp z=¢%)

@ f(x) = exple;(logx)™].

Nem nehéz bebizonyitani, hogy f(x)=x'"* ha x=0 eclegendd
kicsi. Valoszinilinek ldtszik, hogy f(x)=o0(x?).
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Graham ¢s Straus a kovetkezd érdekes kérdést vetik fel: Legyen
by = ... =b;=x és tegylik fel, hogy egy b se szdmtani kdzepe mds b-knek.
Mekkora / maximuma? (lasd 1. 8.).

Legyen max /= F(x). Vildgos, hogy F(x)=f(x). Graham és Straus
kimutatjdk, hogy

6) F(x) = exples(log )]

és hogy (3)-bdl (2) kénnyen nyerhetd.

(3)-ra a kovetkezG nagyon egyszer(i bizonyitdst taldltam: Legyen
t=1(x) egész szam ¢és legyen w meghatdrozva a kovetkezd egyenlétlen-
ségbdl

u=1 1

(4) eréx<2’r".

i=0
Legyenek a b, =... =b, =x szdmok az Osszes

u—1

D gt =0 vagy 1,i=0,1,...,u—1

i=0

alakui szdamok. Nyilvdan /=2* Legyen mdrmost / az a legkisebb szdm,
melyre még fenndll 1=2" = [. Egyszerti szdamolds mutatja, hogy 7 ily
vdlasztdsa mellett

I=exp [(1+o(1))(log x log 2)]

és 1=/ miatt egyszerii meggondoldssal beldthatjuk, hogy egyetlen b se
szamtani kdzepe mds b-knek. A részleteket az olvasora bizzuk.

Valészintinek ldtszik, hogy F(x)=o(x%), de itt még F(x)=x'"*
sincs bebizonyitva.

I. 8. Igaz-e. hogy minden ¢ és k-hoz van oly ngy, hogy ha n=n,
és a;=...=a, oly valés szimok, hogy az a;—q; kiilonbségek kozott
legfeljebb en kiilonb6zd van, akkor az a-k tartalmaznak k-tag szam-
tani sort?

k=3-ra ez talin Roth mddszerével igazolhatd, de az dltalinos
eset ha igaz, igen nehéznek ldtszik. Taldn visszavezethetd ri(n)=o(n)
sejtésre.

I. 11. Legyenek aq, =... =a,=x valds szamok. Tegyiik fel, hogy

) laa;—a,a = 1

minden 1=1i,j,r, s=k értékre. Ha az a-k egész szimok, az (1) feltétel
épp azt jelenti, hogy az aa; szorzatok mind kiilonbozbek. Mekkora k
maximuma?
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Ha az a-k egész szamok, akkor bebizonyitottam, hogy max k =
=m(x)+ O (x"1/(log x)*l=) (lisd 1. 11), de az dltalinos esetben k =o(x)
bizonyitdsa se sikeriilt.

NPUMEYAHHWA K TEOPUHM YHUCEI V.
DKCTPEMAJIBHBIE 3AJAYM B TEOPHKW YUCEJ IL

[Man Dpném

REMARKS ON NUMBER THEORY V.
P. Ernds

The author continues the investigation of extremal problems in number theory
started in ,,Remarks on number theory IV™, Mat. Lapok 12 (1962), 228—255, In
this summary I just state a few of the problems and results considered.

Let @, =...=a-=n be a sequence of integers such that the products H aiti g;=0
1

or 1 are all different, Then z=n(n)+cn'/?/log n (this was conjectured in 1V). Per-
haps z=n(n)+n(n"?)+o(n'?/log n).

Let a;=a,=... be an infinite sequence of integers for which the sums a;+a;
are all distinct. Can one have ax=o0(k*)?

Let a,=a,=... be an infinite sequence of integres no a divides any other. Sar-
kozi, Szemerédi and I proved (sharpening a previous result of Behrend) that
2 lai=o (log (x/log log x)''?).

fdi<x
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