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Abstract. For a sequence 4 = {Ak} of finite subsets of N we introduce:
8(A) = inf,, o, A(m)/2", d(A) = lim inf,,__ A(n)/2", where A (m) is the number of sub-
setsAp C11,2,.., m}.

The collection of all subsets of {1, ..., 2} together with the operationa U b, (a N b),
(@ *b=auUb \ an b) constitutes a finite semi-group N (semi-group N) (group N*).
For NY, N™ we prove analogues of the Erdés—Landau theorem: 5(4+B) > 6(4)(1+
(20)-1(1 — 5(4))), where B is a base of N of the average order A. We prove for NY, N7 N*
analogues of Schnirelmann's theorem (that 8(A) + 8(8) > 1 implies §(4 + B) = 1) and the
inequalities A < 2k, where h is the order of the base.

We introduce the concept of divisibility of subsets: a | b if b is a continuation of a.
We prove an analog of the Davenport—Erdas theorem: if d(4) > 0, then there exists an
infinite sequence &kr}’ where Ag, | Ak, forr=1, 2, ... In Section 6 we consider for
N, N, N* analogues of Rohrbach inequality: /2n < g(n) < 2+/n, where g(n) = min k
over the subsets {a1 A <"k] c {0, 1,2, ..., n}, such that every m {0. L2, cym
can be expressed as m =a; + aj.

Résumé. Pour une série 4 = {Ak} de sous-ensembles finis de N on introduit les densités:
8(A) = infy, < p A(m)/2™, d(A) = lim inf,,_, ., A(n)/2" ol A(m) est le nombre d'ensembles
Apcil 2, .., m}. L'ensemble de toutes les parties de {1, 2, ..., n} devient, pour les opé-
rationsa Ub,anb,a+b=aUb \ an b,unsemi-groupe fini N, N ou un groupe
N* respectivement. Pour NY, N7 on démontre 'analogue du théoréme de Erdds—Landau:
5(A + B) > 5(4)(1 + 27)"'(1-5(A4))), o B est une base de N d’ordre moyen A. On dé-
montre pour N, N7, N* I'analogue du théoreme de Schnirelmann (si 6(4) + 8(B) > 1,
alors 5(A + B) = 1) et les inégalités A < 2k, ot h est I'ordre de base. On introduit le rap-
port de divisibilité des enembles: a | b, si b est une continuation de 2. On démontre I'ana-
logue du théoréme de Davenport—Erdds: si d(4) > 0, alors il existe une sous-série infinie
{"kr}‘ oll Ap, | Ag, s pour 7 =1, 2, ... Dans le Paragraphe 6 on envisage pour VY, N7,
N* les analogues de I'inégalité de Rohrbach: /21 < g(n) < 2y/n, ot1 g(n) = min k pour
les ensembles {a. <. < ak] = {0, [ — n} tels que pour tout m € {D. e - n} ona
m= ﬂl + .ﬂ'j.
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On appelle semigroupe commutatif naturellement ordonné avec zéro
(désignons-le par H(<, +, 0)) I'ensemble H, |H| # 0, avec une opération
commutative associative +, avec un élément 0 € H tel que tous les
a+ 0 =g, et avec un tel rapport d’ordre a < b, qu’on a toujoursa + x > x
etquea< b = a+x=>b pourunx. L’ensemble N de tous les entiers
non-négatifs est H(<, +, 0).

Soit P(S) ={a C S},ou S ={1, 2, ..., 18I}, IS = | (a propos, partout,
plusbasa C b = a # b; désignons également S \ a =a pour g € P(5)).
L’ensemble P(S) est simultanément H(C, U, ) et H(D, N, S); désignons
ces semigroupes par VY, N™ respectivement. N¥, N7 sont des semi-
groupes d’idempotents (aUa=anNa=a)etona

{(xeNY/aux=b}={x/b\ aCxCh} -

{xeN"Janx=b}={x/a\ bCx2Db}.

En effectuant sur P(S) 'opérationa * b =(a U b) \ (a N b) (on I'ap-
pelle somme boolienne ou difference symetrique), nous obtenons un
groupe commutatif avec zéro 0 (désignons-le N*) mais N* (comme
tout groupe fini) ne peut étre ordonné partiellement; remarquons a ce
propos que a * a = (. Les semigroupes NY, N™ sont les semistructures
supérieures et habituellement s’envisagent par analogie avec les semi-
groupes structurellement ordonnés. Dans le Paragraphe 3, on montre
qu’en liaison avec le théoréme de Erdos—Landau les semigroupes NV,
N apparaissent en qualité d’analogus finis du semigroupe N linéaire-
ment ordonné (cependant, on n’est parvenu a obtenir I’analogue de ce
théoréme ni pour N* ni pour des classes suffisamment larges de semi-
structures supérieures). Dans les Paragraphes 2, 4, 6 on démontre
plusieurs théorémes dans lesquels NV, N", N* sont analogues a N.

a | b, si b est une continuation de a. On démontre I'analogue du théo-
réme de Davenport—Erdos sur les séries des nombres de N, ayant une
densité asymptotique inférieure positive.

Suivant le chapitre S de [7], introduisons les désignations suivantes.
Soit B une suite d’entiers non-négatifs, c’est-d-dire que B € N. Pour
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tout m € N il existe une représentation

m =

= o b, € B,
1<j<ym) !

f

ol en plus y(m) est le nombre minimal de termes. S’il existe en plus un
nombre

(N h =max y(m)
mz1

alors B s’appelle base d’ordre h. On appelle ordre moyen de base B le
nombre

(2) A = sup (n'l- P y(m)).

l=m<n

Dans le théoréme 5.1 de [7] il est montré que pour toute base B de N
ona

(3) A< h<2M\

Soit A C N, désignons A(n) = |{x € A/x < n}|. On appelle densité
(Schnirelmann) de suite 4 le nombre

(4) a = inf (n71(A(n) — A(0))).

n=l
Soit  la densité de suite A + B={a+ b/a€ A, b € B}. En 1936, Erdds
adémontré que sia > 0, 1 € A4, B est une base d’ordre 4, alors on a
(5) y=a(l +(2Rh)71(1 — a)).

Landau a montré que cette estimation peut étre améliorée de la fagon
suivante

(6) y=a(l + 2N H1-0a)).

Par analogie avec (1), (2), (4) introduisons les désignations suivantes.
Soit B € N¥ et pour tous m € NV il existe une répresentation minimum

m= U b, b.EB;
1<j<y(m) ! :
il est clair qu’existe max y(m). Désignons

¥ he =
(1) ,max y(m).
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Dans ce cas, appelons B U-base de NV d’ordre k. On appelle ordre moyen
de U-base B le nombre

2" AY = max, ( i y(m)/lN“’(n)I) = max (2""'- 2 y(m)).
neN mcn nenN mcn

Ici, pour tout A C N désignons A(n) = |{x € NY/x Cn}|. Appelons U-den-

sité de A le nombre

(4") e’ = min (A(n)/INY(n))) = min (27" A(n)).
neNY nenN

Ilestclairque 0< a< l,quea=1<=A=Netquea>1<=0c A.
Analogiquement on détermine une N-base de N" d’ordre 27 et une *-base
de N* d’ordre h*; désignons

A" = max ( > ym)liix € N/x Qn}l) = max_ (2~'"' X y(m)),

neN? \m2n mon

A* = max ( 2 y(m)/l{xeN*/xgn}l) ='tlr(|Ea§‘ (2“’” 2 y(m)).

neN* \mcn mcn
Théoréme 1.

(3')(a) Si B est une \J-base, alors 1 < hV < |S|, \V < k¥ < 22",
(b) Si B est une N-base, alors 1 < N < |S], NV < AN < 2\,
(c) Si B est une »-base, alors 1 < h* < S|, \* < h* < 2\*.

En effet, soit B une U-base. Dans la représentation minimum

m=_ U b., b.€ B,
1<j< y(m) 4

pour tout 1 < < y(m) il existe f € S tel que f & b, pour tous 1 <j< y(m),

j # j (puisque, au cas contraire,

b.C U b
I icjeymyjeit !
et le nombre y(m) n’est pas minimum). Dong, y(m) < |S], d’ou £¥ < |S].
L’inégalité AV < AV est évidente si dans (2") on remplace tous les y(m)
par leur estimation supérieure 2. L’inégalité A¥ < 2A\Y se démontre de
la méme facon que le théoréme 5.1 de [6].
Soit x € NV; il est clair que x =m U (x \ m) pour un m C x. Donc,
en vertu de

x\m= U d

m= .
1<j<yx\m) !

U b-’
1<j<ym) !
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ona
x=( u b‘)u( u d.), P3) < () + S,

1<j<yim) ! 1<j<yx—m)

En totalisant la derniére inégalité pour m C x nous obtenons

Wyxy< 2 ym)+ 2 yx\m)=2 Z) y(m).
mcx % mCx
Donc, y(x) < 2AY et, en particulier, 1 < 2AY.

Les affirmations (3')(b), (3')(¢) sont démontrées analogiquement; ce
faisant, dans la démonstration de A7< 2\" on se sert de ce que pour
mDOxonax=mnN m\xetm m\x Dx;dans la démonstration de i*
<2\*onsesertdecequepourm Sxonax=m#(x\m)etm, x\mEx.

Démontrons maintenant 'analogue de (6) (théoréme de Erdos—Landau)
pour N¥, N™. Pour tousi = 1, 2, 3, ..., IS| désignons g(i) = (3¢ — 2/~1)/22-1,
11 est clair que g(i) est une fonction décroissante (g(i) = 1, 7/8, 23/32,
73/128 pourg = 1, 2, 3, 4).

Pour tous 4,B C NV désignons C,={c=a U bla€ A}, C=WycpCy;
des1gn0ns par 'yb v les U-densités des ensembles Gy, C respectivement.
Soit ¥ = max, ¢ g 7. Analogiquement, on introduit les N-densités 'yb,

N =N

RAEN A

Théoréme 2.
(6')(a) Si B est une U-base de N”, alors

U= 3Y= a¥ (1+ A7 (USD) — ).
(b) Si B est une N-base de N, alors
Y= 5 N> a"(1+ (fZ?\ﬁ)‘1 (g(1S] — a™M).

En effet, il suffit de démontrer uniquement (6')(a) (aussi, plus loin,
écrirons-nous partout 1y, ¥, a, A au lieu de v, ¥, aV, AY respectivement),
puisque la démonstration de (6')(b) s’obtient facilement de la démonstra-
tion de (6')(a), en remplagant a U b, a Cb, b\a, P paran b, a> b, a\ b,
S respectivement. La démonstration suivante de (6')(a) est une modifica-
tion de la démonstration de (6), donnée par Mann dans le chapitre 5 de
[7]; on conserve presque toutes les désignations de la démonstration de

[71.
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On donne () #+ n € N*. Pour tout m C n désignons
D, ={ac€Alacn\m,aUm¢A},

E ={acAlacn\m, aUme A}
Ona
(7 |D, | +1E, | = A(n\ m).

Soient Z(n) = |{(4;, a; )n2a;, a;,€ A, a; Ca; H.OnaZn) < (A{”)), puisque
a;Ca;=q ¢ a;. Pour chaque paire semblable onaa; € E;,.ol

k a \ g (QqekCn),pulsquea € A, a; Ca U(n\a) n\(a \ay) =
n\k a;Uk=a,€ A Pourk' # k, a; EEka a; Uk —a,, est 1mp0551b1e
(pmsquea Uki=q; Uk K +k= a}\a = k' \kemste et # 0;

a;Cn\k, k'\k=@=>afu (kK'\k)D a;, d’olien vertudeg; Crn\kona
a; U (K'\k)U kD a; U k, ce qui contredit d4; U k' =q; U k. D’un autre
coté, a toute paire k (f # k C n),q, (a; € Ey) correspond exactement une
paire a;, a; U k des Z(n) paires envisagées. Donc,

(8) 05}9 IE,,| = Z(n) < (4{™).

Pourt,m(tCmCn)eta;(a;€D,, a; ¢ D,) désignonsa U r=a’. On
aa €D,,,, puisqued’ € A (au cas contrairea U t¢ A4, aCn\f(en
vertudeaC n\m, tCm)et donca € D), a Cn\(m\¢)envertu de
aCn\mdumit)=@uHu(m\t)=aumé¢A envertudeac D, .
Aux différents a (et il n’y en a que [D,,,\ (D,ND)I =D, | — D) cor-
respondent différents ¢’. Donc,

©)] D, | <D, +1D

Soit m = U, ¢ ;< yomb; une représentation minimum de m sous forme
d’une réunion d’éléments de B. On a tous les b; Cm; dong, en appli-
quant conséquemment (9), nous obtenons

(10) D, <Dy |+t 1Dy .

A plus forte raison

2 DI 2 (y(m)- Dyl),
@+mcn

B+mcn
ou I'élément b’ € {b;/1 <j < y(m), ) # m C n} est choisi de fagon que

Dy = max ( max IDb_I).
@+mcCn \l<j< y(m) i

m\r
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Ensuite _
. 2lnl —|n| In|
0*§E"1Dm| < Dyl 2 (0*291 2 y(m)) < 2"INIDy.l.

Mais D,  C{a€ A/aU b'Cn,aV b’ ¢ A};donc, rappelant la désignation
Cyp(n)=H{c=auU b'/cC n, poura € A}, nous obtenons

(DB D, < A2"(C () — Alm).

#mcn

En appliquant (7) et (8) nous obtenons

(12) 7\2'”'(Cb.(n)—-A(n))>o*ZE: A(n\m)— 27 |E,|

9+mcn ™

> 20 A(m) — (AD),

mocn

N2MIC(m) > N2MAMm) + 27 (2127 ™ A(m))) — ()
mcn

> N2MAMm) + 20 2™ — L((A(n))? — An)).

mcn

1l est clair que

E 2|m| = _21nl + E (Inl)21 (2+ l)lnl zlﬂi i 3|n| - zlnl,

mcn 0<i<|
et que A(n) = 2""a. Donc
pvild Cb.(n) > (3In—2inhyg + 2'"'%& + N2 A(n) — %(A(n))z.

Ensuite, en divisant les deux parties de I'inégalité par 227l et en rappel-
ant la désignation ¢(i) = (3" — 2i-1y/22i-1 nous obtenons

(13) 277G, () > LqUna+ N2 A(m) —§ (27" A(m))2.

En vertude A= lona(d/dx)/hx——x =A—x=20pour0<x<l.
Maisa < 2-MA(n) < 1; dong,

27, (n) > L q(Inl) + A — }a?,
2717¢, () = a(1+ 2N (g(Inl) — ),

Yy = a(l+ (2N (g(S) — a)).
Mais y > ¥ > ,, et donc le théoréme est démontré.
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Remarque 1. Une analogie plus rigoreuse avec I'ordre moyen de la base
et de la densité d’une suite est représentée dans NV par

2" 0 - —|nl__
@) N= max Q-1 2 y0m)

4" o= min  Q27"-1)An) — AD)).
P+nenNY

Désignons ¢q%(i) = 6(3i -1 —2/-1+1/6)/(2'~1)? pouri=1,2, 3, ...,1Sl; la
fonction g0 (i) décroit (¢°G) = 1, 7/9, 31/49, 23/45 pouri=1, 2, 3, 4).
En introduisant les modifications correspondantes dans la démonstra-
tion du théoréme 2, on peut montrer

(6")(a) si B est une U-base de NV, alors
¥0 = 70> a0 (1+ (2091 (g% (1S1) — a0)).

(Cependant, dans le cas insignifiant A © 0 € B la démonstration de
(6")(a) est encombrante.)

Remarque 2. Pour le groupe N* on obtient des analogues de (7), (8)
mais pas de (9); pour les semistructures sup€rieures on obtient des ana-
logues de (7), (9), mais pas de (8), On n’est pas parvenu a obtenir I'ana-
logue de la premiére inégalité fondamentale (c’est I'inégalité utilisée dans
[7] pour la démonstration du difficile théoreme de Kasch, qui renforce
(6), puisque (8) est une inégalité a la différence de son original.

Remarque 3. En vertu du fait que g(i) < 1, g°(i) < 1, les estimations
(6')(a), (6")(a) sont plus faibles que les estimations y > (1+(2\)"1(1—a))a
de Erdds—Landau (pour N). Mais (6')(a) (pour NV) coincide avec (6) '
(pour N) pour

/=  mi il ,
s nENU.?nI=1( (1))

(et alors v, = 0, §,1); (6" )(a) (pour NV) coincide avec'(6) (pour N) pour
7).=  min  (27"=1)C,.(n) — C, (D))

menNY, |nl=1

Comparons maintenant la situation dans N, N°, N* avec les théo-
rémes suivants de Schnirelmann et de Mann pour I'ensemble N d’entiers
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non-négatifs. Soit 4, BC N; désignons C=A4 + B ={atb/ac A, b€ B}, dé-
signons par a, f, 7y les densités (cf. (4)) de A, B, C respectivement. Les
deux théoremes suivants de Schnirelmann (1930) ont lieu:

(14)sile Aet0€ B, alorsy> a+ 8 — af,
(15)si0eAnNnBeta+f=1,alorsy=1.

Mann en 1942 a démontré le théoréme fondamental suivant:
(16)si0€ A n B, alors ¥ = min(1, a + f).

Montrons que dans NV, N7, N* ont lieu les analogues de (15), mais
que n’ont pas lieu pour NV, N les analogues de (14) (et donc de (16)
encore plus). Soit 4, B C P(S), ou P(S) est 'ensemble de toutes les
parties de I'ensemble S={1,"..., IS}, IS| = 1. Désignons
CY=AVUB={auUb/ac A, b€ B}, désignons par a¥, B¥, y" les U-densi-
tés (cf. (4')) de A, B, CV respectivement. Analogiquement définissons les
ensemblesC"={anb/ac A, be B},C*={axbla€ A, b € B} et les
N-densités «”, 7, ¥" de A, B, C" respectivement et les x-densités a™, §*,
v* de A, B, C* respectivement.

Théoréme 3.

(15h @ a’+8"> 1=4Y=1.
B)a"+p"> 1=4"=1.
() a*+ f*> 1=>4*=1,

En effet, (15")(a) peut étre démontré en modifiant un peu la démon-
stration de (15). Remarquons que a¥ + ¥ > 1 = @ € A N B, puisque,
au cas contraire, on aurait, par exemple, D¢ A, dou ¥ =0,aY + Y =
BY > 1, ce qui est impossible. Supposons que a¥ + Y > | 4V =1,
c’est-a-dire qu'existe n € NV, telque n ¢ C¥. Envertude € A N B
onan¢A, n¢ B. Envisageons les ensembles 4, ={a € A/a C n},

B, ={b€ B, b C n};soient 4, ={a,, ..., a,}, B, ={by, ..., b}, soient

P o=y, ooy yy BN Dyyoess B b,}. On a |P,| = u + v, puisque, au cas
contraire ¢; = n \ b; et, donc, n =gq; U b;. Mais pour p € P, on a PcpCn
etdong, IP,| < 2"'( u+v< 2" Dautre part 1 < a¥ + Y < |4,1/2!"
+|B,1/2!", c’est-3-dire que 2!"! < u + v. La contradiction obtenue dé-
montre (15')(a). La démonstration de (15')(b) est analogue (il faut
partout remplacer U, 0, n \ b; parn, S, W respectivement). La dé-
monstration de (15')(c) s’obtient en remplagant U, n \ b; par *, n = b;
respectivement; ici nous utilisons le fait que n * b; C n pour b; C n et
quea;=n*b;<=a;xb;=n.
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Remarque 4. Envisageons I'exemple suivant pour S ={1,2,3}: 4 = {0},
{1}; B=10},{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{1,2,3}. Il est clair que a¥ =},

BY =3 et que y¥Y =2 (puisque CY = B). Nous obtenons un contre-exemple
pour les analogues de (15) (dans le casa + 8= 1) et de (14), (16). Le
probléme de la recherche d’estimations du type (14), (16) pour 4V (au
sens d’une définition de (4') ou de (4")) reste ouvert. En remplagant
dans A4, B tous les ensembles par leurs compléments, nous obtiendrons

un contre-exemple analogue pour y".

Remarque 5. N* est un groupe abélian fini. Aussi, en aplliquant 3 N*
les théorémes de Kneser (cf. les théorémes 1.5, 1.6 de [7], nous obte-
nons pourtous A, BC N* (icid #« B={axb/a€ A, b € B}),

(17) il existe un sousgroupe H de N*, telque (4 « B) + H=A4 % B et
que |[A #B|=|A « H +|B % H| — |H|,

(18) si A est le plus grand sousgroupe de N* telque (4 « By« H=A % B,
alors |[A£B| = |A| + |8| — 2|H].

Ainsi, (17), (18) donnent de bonnes estimations pour y*. Reste
ouvert le probléme de la justification dans N* de I'analogue du théo-
réme de Vosper (cf. le théoréme 1.3 de [7]), dans lequel on montre
que dans un groupe de résidus mod p (p est un nombre premier) on a
|4+B| = |A| + |B|, & 'exception de quelques cas spéciaux exactement
décrits.

Davenport et Erdos ont démontré en 1951 (cf. le théoréme 5 du
chapitre 5 de [6]) que toute série d’entiers non-négatifs, possédant une
densité logarithmique inférieure positive, contient une sous-série a;,
i, .-, telle que a; | a;,, (r=1, 2, 3, ...). Nous demontrons ci-dessous
I'analogue de ce théoréme.

Soit A ={A;} une famille d’ensembles finis d’entiers non-négatifs,
c’est-a-dire que tous A, C N. Nous dirons que {4,} a une densité asympto-
tique inférieure positive s’il existe une constante absolue ¢ > 0 et une
infinité de nombres n € N tels qu’au moins ¢+ 2" ensembles A; sont
contenus dans (1, #). Définissons de la fagon suivante la division des
ensembles A, : désignons par Ay | A, I'affirmation que 4, est la
continuation de Akl, c’est-a-dire que Akl o (- am)’ a<..< dp,s
et Akz = (a,, vy Gp G 415 ons apz), a1 <.<a, <a,,1<...< “pz)'
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Théoréme 4. Soit la famille A = {Ay} a une densité asymptotique inféri-
eure positive. Alors existe A, € {A} tel que la famille A" ={A; /A, | A}
a une densité asymptotique inférieure positive.

En effet, il existe une infinité de nombres n tels qu’il existe ¢-2"~1
ensembles A; ayant n en qualité d’élément le plus grand. Remarquons
également que si Ag, [ Ay, et Ay, [ Ag,, il n’existe pas d’ensemble 4, tel
que Ag, | Ay, Ag, | A;.

Soient n; < ... < n, tels qu’il existe ¢ + 2"k~ ensembles de famille,
dont le plus grand €lément est ny, 1< k < ¢. Soit x > n, et soit 4; un
ensemble avec un élément maximum my; < n,. Il existe 2% —"! ensembles
B telsque BC (1,x)et4;|B.

Ainsi, il existe au moins ¢+2* ! ensembles B, tels que A4, | B et que
leur élément maximum est n. Donc, il existe au moins fc-2*~1 ensem-
bles B avec 4; | B pour un 4, m; = ny; ou=~n,, ..., 0u=n,.

Mais te+2%¥~1> 2% pour un nombre assez grand ¢ = ¢y(c), ce qui est
impossible 4 'exception du cas ol les deux ensembles 4; (m; = ny, ..., ny)
ont un multiple commun, ce qui est possible uniquement pour
Ay, | Ag,. Ainsi, {A4;} est une série “non-primitive” (c’est 'analogue du
théoréme connu) suivant lequel d(4) = 0 pour toute série primitive de
N. Bien plus, il est clair qu’il existe un nombre ¢'> 0 tel qu’au moins
c¢'-2* ensembles A; (m = ny, ..., ny) ont un multiple commun, ce qui est
possible uniquement si I'un d’eux divise (est la continuation) tous les
autres. Le théoréme est démontré.

Remarque 6. La conséquence évidente du théoréme 4 est que toute
suite {4} d’ensembles de N, ayant une densité asymptotique inférieure
positive, contient une sous-suite infinie {4y}, telle que Ay, | Ag, .,
(r=1,2,3,...). Remarquons €galement que dans le théoreme de
Davenport et Erdds on parlait d’une densité logarithmique inférieure

§(A) = lim inf (11— 2 _1),
H—ce ogn ajsn a;
et non d’une densité asymptotique d(A4) = lim inf, _, _, (A(n)/n); en
raison de 6(A) = d(4) = 0, le théoréme de Davenport et Erdos est plus
fort que I'affirmation correspondante pour d(4). Le théoréme 4 est
démontré pour 'analogue de d(A), puisque, lorqu’on passe des suites

A d’¢1éments de N aux suites A, d’ensembles de N il est difficile de
trouver I'analogue naturel de 6(A).
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Indiquons ici méme deux conjectures:

(1) Pour toute famille {4,} d’ensembles, on a qu'une famille d’ensem-
bles {B} pour lesquels A; | B pour chaque k, a la densité. Apparemment,
cette conjecture est également exacte au cas ou 4; | A; est défini par
A;, C A; (2 propos, un avantage de cette définition est la présence pour
tous Ay, A; de leur plus petit commun multiple A4, U A4;). L’analogue de
cette conjecture n’est pas exact pour les séries de nombres de N (cf. les
théorémes de Erdos dans Paragraphes 5, 6 ch. 5 de [6]).

(2) Pour toute famille {4} d’ensembles tels que tous les 4; U A; sont
différents, on a liminf,_, ., A(#n)/27/2 = 0, mais pour certains {Ak} on a
limsup,,_, .. A(n)/272 > 0. Les analogues (pour des séries de nombres
de N) des deux affirmations de cette conjecture ont été démontré par
Erdds (cf. Paragraphe 3; Sidon’s problemes dans ch. 2 de [6]).

Envisageons maintenant un autre probléme par rapport auquel les
semigroupes NY, N7 | et aussi N°*, se comportent analogiquement a N.
Désignons par \’ﬂ 0,1,....n} tout ensembles B C N, tel que pour tout non-
nula€0,1,..,nonaa=b; +..+b, pour des différents b,, ..., b, € B,
r<k. Dé51g110ns par YNUT, W‘" \’5’_ tout ensembles B C NV (NN, N*
respectivement) tel que pour tout non-nul g € NV (N, N*, respective-
ment)onaa=b; U .. Ub,(a=b;Nn..Nb,,a=b;x..x*b,, respec-
tivement) pour des différents by, ..., b, € B, r < k. Désignons pour &
et n, NY, NN, N* donnés

By = min| ¥10,1, ..., n} |, B = min | YN |,
= min|¥ND |, Bk=min|\’?N*|

et appelons les ensembles réalisant les nombres 3, ,Bf, BQ, 6; , racines
minimales de degré k de {0,1, ..., n}, NY, N°, N*, respectivement.

Dans [3] on montre le résultat de Rohrbach suivant
(1 +€eW?2n< By < 2/npourune>0.

Dans [8] on montre que pour log, |NY| = |S| pair on a
VIINY| < By < 2N,

Restent provisoirement non-résolus: la conjecture de Rohrbach
(B, = 24/n + o(1)) et le probléme de Erddos—Moser (85 > (ou <) (1,75)
VINY?) (cf. [5]).
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Théoréme 5. Il existe des constan tes C (dépendant seulement de k)
telles que Cy $2151< BY, B0, BF < C, &2‘3

En effet, soit B une racine minimum ¥NV. L’ensemble d’ensembles
{b)...b,/by, ..., b, € B, r < k} contient au plus T, ., ; ('2') éléments
et en méme temps, il contient un quelconque €élément de NV \ {Q}. Donc,

2 (ﬂ:)>|1\~|—1.

1<r<k

Pour |S| - = on a |[NV| > k, 8 > k et, donc, a lieu la formule connue
Zy o ROEN 5 Z*  _k2yz-n o
E‘)‘k G~k ~kiy e 0<r<d),

d’oli nous obtenons I'estimation inférieure pour 8 ; pour [3;;', Bx la dé-
monstration est analogue.

Appelons le systéme de sous-semigroupes N7, ..., Ny de NV \ {0}
k-convenable si on a

(a) |N111| = = [N)cj—ll s 2[|Sl,’k] =1, IWI = 2ISI—(k—l)[1S|/k]) L

(b)ae NY\{@}=a=b; U..Ub; pourdes 1</, <..<j<k
et b, € N}, ..., bj, € Nj,.

(c) Pour tous 1 <j é k,ae NU il n’existe pas de représentation
a=bjV..Ubj,oul<j <. <;,€k tous lesjj, ...,j, #J et
bj, € N}, ..., bj, € N} (Voila un example de systéme k-convenable
pour S ={1,2,3,4,5,6,7}, k=3. N, ={1},{2},{1,2}; N, ={3}, {4}, {3,4};
Ny ={5},{6},{7}, {S 6} {5,7},{6,7},{5,6,7}.)

Soit B = U, ; 11 est clair, en vertu de (a), que B = WNU; donc,
BY< 1Bl = (k—1) (2u5’|fk1 1) + (21S1- (k= DISVK] 1), Soit
IS| — (k—1) [ISI/k]1=q (0 < g < k). On a |B| = 2[ISVK (k— 1+20IS/K] +a/ky+ k,
d’ou1 découle I'estimation supérieure pour ﬁk La méme estimation a lieu
pour S, puisque B = YNF (en vertu de (c)) nous pouvons remplacer le
signe U par * dans (a), (b). Enfin, en rappelant la désignationz=S5 \a
poura € N", désignons N[ = {@la € N]-} pour 1 <j< k. Il est évident
que

ll‘:}!:k an| B I 1:?& an| e

Mais U, ¢ ;< N; = YN puisque a=b;, U ..U bj, =a=b;N ..N b;,.
Nous obtenons |B| = 8§ et le théoréme est démontré.
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Remarque 7. Ce théoréme est démontré par analogie avec le lemme 1 de
[2]. Dans [2] on montre que le probléme de la recherche d’une racine
minimum +/N¥ est directement 1ié & celui du bruit additif le pire (du
point de vue des possibilités de construction d’un code correcteur effec-
tif) contenant un nombre donné d’éléments de 3. On y montre aussi
quef3=1,2,4,5,9pour S| =1,2,3,4,5et que

— 1+ /215 3 < g¥ < 2015121 4 2181 (181/2] — 2 pour |S| > 6. Dans le
théoréme 1 de [2] pour tout sous-ensemble B, de racine minimum

Vv N¥ on donne les estimations de son “role relatif”” |\/N¥ \ B| par |B,|.

Note ajoutée en €preuve. Nous avons récemment prouve la conjecture
(1) de paragraphe 5 et J.S. Huang (Universit¢ de Montréal) a prouve
la conjecture (2) de paragraphe S.
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