2. STATISZTIKUS CSOPORTELMELET ES
PARTICIOELMELET

ERDOS PAL és SZALAY MIHALY

1. Miel6tt részletesen ismertetnénk TURAN PAL eredményeita cimbeli teriileteken,
néhény kiragadott tétel vazlatos kimondasdval igyeksziink érzékeltetni a probléma-
kort, a statisztikus jellegli tételek szerkezetét.

A matematika olyan teriiletein, mint pl. a valos fiiggvénytan, a grafelmélet,
gyakoriak és megszokottak olyan jellegii tételek, amelyek a vizsgalt objektumokra
»viszonylag kevés kivétellel” teljesiilnek. Erdemes megemliteni egy ilyen jellegii
algebrai tételt is. B. L. vAN DER WAERDEN bizonyitotta be 1933-ban, hogy rogzitett
n-re bizonyos értelemben ,,majdnem minden™ egész egyiitthatés n-edfoki algebrai
egyenlet Galois-csoportja az S, n-edfok szimmetrikus csoport. 1944-ben V. L. GON-
csAROV megmutatta, hogy S, majdnem minden eleme (tehdt eltekintve legfeljebb
o(n!) szdmu elemtdl) ,,koriilbeliill” log n ciklust tartalmaz a kanonikus felbontésa-
ban. Tekintsiik most S,-ben az elemek rendjét. E. LANDAU egy ismert tétele szerint

(1.1) max O(P) = exp{(1+0(1)) Vnlogn},

tehat minden elem rendje joval kisebb, mint a trividlis n! korlat.

TurRAN PAL a [155] alatti dolgozatban ErDGs PALlal kozosen bebizonyitoita,
hogy majdnem minden elem rendje még az (1.1)-beli kifejezésnél is joval kisebb
(tehat viszonylag kevés elem rendje juthat akar csak a kozelébe is az (1.1)-beli
maximumnak), pontosabban tetszoleges =0, 6=0 esetén n=ny(e, d)-ra S,-nek
legalabb (1—38)n! szamn elemére teljesiil a kovetkezd:

(1.2) exp{[%—s] log* n} =Q0(P) =exp {(%-.-s] log® n}.

gy még a kis rendii elemek is ,.kevesen” vannak. Itt hangsilyozni kell, hogy a kivéte-
les elemeket tekintve, ezek szdma meglehetGsen nagy lehet, csupin a csoport rend-
jéhez viszonyitva kicsi. Példaul S,-ben az egyetlen 7 elemii ciklusbdl allé6 permuta-
cidk szama

1
1) = —p!
n—1)! !

illetve rendje
n = exp {log n}.

Tehit ezek nem teljesitik (1.2)-t és elég sokan is vannak, viszont, a csoport rendjével
hasonlitva Ossze, csak o(n!) a szamuk. (Ugyanez a példa mutatja, hogy hasonlé
a helyzet GoncsarOV emlitett tételénél is.)
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A késGbbiekben ismertetjiik TURAN PAL hasonl6 jellegli eredményeit a rend-
értékek aritmetikai szerkezetével, ill. konjugélt osztilyok elemszimadval és (elemei-
nek) rendjével kapcsolatban. Most inkdbb a [176] alatti (szintén ErDOssel kozos)
dolgozatanak azt az eredményét emeljiik ki, amely véges csoportok szimmetrikus
csoportokba valé beagyazasival kapcsolatos. Kozismert, hogy minden legfeljebb
n-edrendd csoport bedgyazhaté S,-be, s természetes. kérdés, hogy milyen S,-re
igaz ez m<n esetén. Kommutativ csoportok esetére [176] egyik tétele ad statisztikus
valaszt: Legyen

1.3) Y (), e, Y(n)=n"®.

Ekkor majdnem minden legfeljebb n-edrendli kommutativ csoport beigyazhatd
S,-be, ha

(1.4) m = [?b%ﬁl

s ez lényegében nem is javithatd.

A statisztikus csoportelméleti eredmények valtozatossigit szemlélteti, hogy
[176] egy masik tétele logaritmikus aszimptotikat szolgéltat S,-ben egy P-vel fel-
cserélhetd elemek szamara, majdnem minden konjugalt osztalybdl vett P-re.

S,-ben a ciklusfelbontds és a rend kapcsolatara gondolva vagy emlékezve arra,
hogy S, konjugdlt osztalyainak szama éppen az n particiéinak szama, nem meglepd,
hogy a statisztikus csoportelméleti eredmények kapcsolatban vannak pozitiv egészek
kiilonbozd tipusu particioi Gsszeadandoinak viselkedésével, s az ezekre nyert elosz-
1asi tételek 6nmagukban is érdekesek.

TurRAN PAL statisztikus csoportelméleti €s particidelméleti eredményeit a
[155], [168], [171], [174], [176], [184], [189], [197], [199], [206], [209], [218], [219],
[223], [235], [236], [238], [240] alatti dolgozatok tartalmazzak. A bizonyitasok valto-
zatos segédeszkozoket haszndlnak fel az analizisb6l, szamelméletbdl, kombina-
torikabol, valdszinfiségszamitasbol és algebrabol, szerkezetiiket tekintve pedig
elsGsorban szdmelméleti €s részben valdsziniliségszamitasi jellegiiek. Figyelembe véve,
hogy a témakdrben viszonylag kevés hasonld jellegli eredmény sziiletett korabban,
bizvist mondhatjuk, hogy a szdmelmélet egy 1j, alkalmazdsokban gazdag fejezetérs!
van szo.

2. A részletes ismertetésre térve, vizsgaljuk S, elemeinek rendjét. Majdnem
minden P-re mar emlitettiik az (1.2) becslést, amely azonban még nem a legerdsebb.
A statisztikus vizsgilatot egyébként D. H. LEHMER azon tapasztalata inspiralta,
hogy véletlenszeriien kivett P-re O (P) nagyon kicsi az (1.1)-beli maximumhoz képest.

TURAN PAL statisztikus csoportelméleti eredményeinek nagy része egy 7 dolgo-
zatbdl allo, ErpdSs PALlal kozos sorozatban szerepel (Id. [155], [171], [174], [176],
[197], [206], [209]). Az (1.2) becslés a sorozat I. részében, a [155] alatti dolgozatban
szerepel, valamivel erésebb formédban, s6t, a bizonyitds tulajdonképpen kiadja
a kovetkez6t. Ha w(n) ~ « tetszoleges lassan, akkor majdnem minden P-re (lehét
legfeljebb o(n!) elem kivételével)

3
2.1) |log O(P)—%log’-’n[ = w(n)log? n.

Erdemes megemliteni, hogy kiézben GONCsAROV tételének kivetkezd analogonja
adodik. Jelsljitk k(P)-vel a P kanonikus felbontasaban szereplé kiilonbdzé ciklus-
hosszak szamat. Ekkor majdnem minden P-re teljesiil

(22) |k(P)—logn| < w(n)Vlogn.
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(Ugyanakkor konnyii belatni, hogy minden P-re csupan

1= k) = [ LV |

allithato, s mindkét oldalon elérhetd egyenl8ség.) Az emlitett kiilonbozd ciklus-
hosszak legkisebb kozos tobbszordse adja O(P)-t. [155]-bdl az is kideriil, hogy ez
a lk.k.t. majdnem minden P-re ,,lényegében’ a szorzattal helyettesithetd.

Hogy (2.1) tovabb mér nem javithaté (amennyiben legfeljebb o(n!) kivételt
engediink meg), azt a sorozat III. részének (Id. [174]) tétele mutatja, mely szerint
O(P) ,Jlogaritmikus Gauss-eloszlast” mutat, pontosabban, tetszéleges nagy x, pozi-
tiv szdmra és x£[—x,, x,]-ra K(n, x)-szel jelolve azon P-k szdmat S,-ben, amelyekre

1 x A
(2.3 log O(P) = —log’n+—=1log? n
) g O(P) S o 73 g
teljesil, [ —x,, x,]-ban egyenletesen
. K(n,x) | [ v*]
2.4 Iim ——= = — [exp|—=]dv
So aren .pl ﬁ;_'!: g 2

3. A csoportelmélet tobb kérdésében az O(P) értékénél fontosabb az arit-
metikai szerkezete. (Ilyen jellegii tételbll nyerte FROBENIUS 1893-ban, hogy minden
négyzetmentes rendii véges csoport feloldhatd.) A. SCHINZEL vetette fel azt a kérdést,
vajon igaz-e, hogy majdnem minden P-re O(P) paros. A sorozat II. része (Id. [171])
messzemend altalanositassal valaszolja meg a kérdést. [171] egyik tétele szerint
ugyanis, ha m(n) /e tetszOleges lassan, akkor majdnem minden P-re O(P) oszthato
minden olyan primhatvannyal, amely legfeljebb

3.1 logn { logloglog n w(n) }

loglogn loglogn  loglogn)’

s ez lényegében nem is javithato, mivel [171] egy masik tétele szerint majdnem minden
P-re van olyan primszam, amely legfeljebb

(3.2)

logn logloglogn w(n)
143
loglog n loglogn loglogn

és vele O(P) mar nem oszthato.

Elére adott primmel valo oszthatdsdggal kapcsolatban érdekes a kovetkezd
eredmény (Id. [171]) a log n koriili primekre. Ha a rogzitett pozitiv szam, p, olyan
prim, melyre

(3.3) po = (x+o(1)) logn,

tovabba b(n) jelsli azon P-k szamat, amelyekre O(P) nem oszthatd py-lal, akkor

3.9 lim b(?) = exp [ —%] ;

tehat S, elemeinek egy pozitiv szdzaléka még oszthaté py-lal, de ez mar nem allit-
hato majdnem minden elemre.
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Ezutan meglepd lehet, hogy az O(P) p,,., maximalis primfaktora még ,,majdnem
mindig” ,,igen nagy”, pontosabban (Id. [171]), ha w(n) ~ == tetszOleges lassan, akkor
majdnem minden P-re

(3.5) n exp{—w{n) Ylog n} = Pmax = 1 exp{ Vlog n}

o(n)
{persze szo sincs arrdl, hogy ,,majdnem mindig” ugyanaz a prim lépne fel maxi-
malisként).

A kovetkezd tétel, mely (3.5) bizonyitasihoz kellett, 6nmagaban is érdekes.
Legyenek a,, as, ..., a, egészek, melyekre
(3.6) l=a,<ay<..<a,=n.

Ekkor S,-ben azon P-k szima, amelyeknek nincs sem a,, sem 4, ..., sem a, hossza-
sagu ciklusuk a kanonikus felbontasban, legfeljebb

5 1 -1
3.7 n![Z,‘——] ;
v=14,

A bizonyitasokban alapvets szerepet jatszik az a gondolat, mellyel TURAN PAL
1934-ben G. H. HARDY és S. RAMANUJAN v(m)-re (m kiilonb6z8 primfaktorainak
szdma) vonatkozo tételét bizonyitotta, ti. hogy majdnem minden m=n-re v(m)=
=(1+o0(1))loglogn. Szdmos statisztikus csoportelméleti tételben fordul eld a

Z {v(m)—loglog n}?

m=1

kifejezéssel analog Osszegek vizsgilata, ami a bizonyitasok valoszinliségszamitasi
héatterét mutatja (Csebisev-egyenltlenség).
Erdemes még megemliteni, hogy J. D. DixoN a (3.6)—(3.7) tétel felhasznal4séaval

bizonyitotta be 1967-ben E. NETTO azon sejtését, hogy P,, P,€S, ~ %valoszmuséggel

generaljak S, -et.

4. S,-ben az O(P) értékek statisztikus vizsgilata mas szempontok (mas
»Sulyozds™) szerint is torténhet. Mivel ,,s0k” elemre lehet a rend azonos, a (2.1)-t61
lényegesen eltérd a helyzet, ha a kiilonbozé rend-értékeket vizsgaljuk. A sorozat
IV. részébdl (I1d. [176)) kideriil, hogy S, elemeire a kiilonbdz6 rend-értékek szima

@1 exp{ﬁ n _+O[V;loglogn]},
Y6 I logn logn

s a lehetséges killonbozé rend-értékek kozil majdnem minden a kdvetkezé alaki:

@.2) exp{(l +o(l)) 2= V_ Y0 logd iers n},

ami lényegesen nagyobb, mint (1.2), bar még mindig csak kb. négyzetgydke az
(1.1)-beli maximumnak. Mindenesetre a lehetséges rend-értékek tGbbsége csaknem
olyan nagy, amilyen nagy csak lehet, viszont a legtdbb P-hez a ,kevés” kozepes
rend-érték tartozik.
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Ismét 0j oldalrdl vilagitia meg a rendek eloszldsat, ha — O(H)-val jelélve
S, egy H konjugilt osztilyiban az elemek kozds rendjét — O(H) viselkedését
nézzilkk majdnem minden H konjugilt osztdlyra. A sorozat VIL. részének (ld. [209])
eredménye szerint majdnem minden H-ra

4.3) O(H) = exp{(4o+o(1)) Vn},
ahol

216 (="

Ay . ;é; CTER 1,81.
Eszerint a (2.1)-beli joval kisebb értéket ,,kevés, de népes” osztaly elemei okozzak.
(Mar ez is felveti majdnem minden H osztily elemszimanak kérdését, amire még
visszatériink.) Ha minden H-t tekintiink, ezek eléggé kiilonb6z6 elemszamuak lehet-
nek, igy — statisztikusan — O (H) aritmetikai szerkezete varhatdéan eltér O (P)-étol.
Valdban, a sorozat V. részének (1d. [197]) tétele szerint, (3.5)-tel szemben, w(n) / =
esetén majdnem minden H konjugidlt osztdlyra O(H) maximdlis primfaktora

4.4) 2—@ ﬁlogn—gﬁloglogn—}-o(w(n) Vn).

A sorozat VI. részébdl (Id. [206]) kideriil, hogy (3.1)-nek is van analogonja
ujabb szempontunkbol, nevezetesen, w(n) o esetén majdnem minden H-ra O(H)
oszthaté minden olyan primhatvdnnyal, amely legfeljebb

2 Vn {H-S loglogn__co(n)},

4.5 el T8 L
s Y6 logn logn logn

s lényegében ez sem javithat6 (a (3.1)—(3.2)-hdz hasonldan).

5. Kiildn kiemeljik a sorozat IV. részének (Id. [176]) azon tételét, mely szerint
majdnem minden konjugélt osztilybol vett P-re teljesiil, hogy a P-vel felcserélhetd
S,-beli elemek szama

(5.1) exp{(1 +o(1))g Vn log®n}.

DENEs JOzserF megjegyezte, hogy (5.1) alkalmazhat6é az XY X ~1¥ ~! =P kommu-
titoregyenlet megoldasszdmdnak vizsgalatanal.
Fontos kévetkezménye (5.1)-nek, hogy S, majdnem minden konjugalt osztilya

(5.2) n!exp{—(l—i—a(l))gﬁlogg n}

elemet tartalmaz. Ennek egy reprezentdcidelméleti alkalmazasat fogjuk késGbb
ismertetni.

6. Az ismertetett eredmények nagy része kozvetleniil adja a megfeleld tételeket
S, helyett A,-re, az n-edfok alterndlé csoportra. Néhdny problematikus esetet vizs-
g4l TurRAN PAL a [184] alatti, DENEs Jozserfel és ERDGs PALlal k6zos dolgozatban.
Az egyik problémat A4, konjugilt osztilyszimanak meghatdrozasa jelenti. Mig
S, konjugilt osztalyainak szama az n particiéinak szama, [184] egyik tételébdl
kideriil, hogy A4, konjugalt osztilyainak szdma lényegében az el6bbinek fele, de csak
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viszonylag durvan, valdjaban valamivel nagyobb. Ezutan (5.1) dtviheté A,-re.
[184]-ben szerepel a (2.3)—(2.4) kovetkez6 analogonja is. Rogzitett valés x-re jeloljiik
F(n, x)-szel A, azon P elemeinek szamat, amelyekre

1 X 2
6.1 log O(P) = —logtn+—1log?
(6.1) gO0(P) > g 73 g% n.
Ekkor
. F(n,x) 1 . ( 02] i
(6.2) lim — ; __v’2__£ exp| — 5 dv.

7. A 4., 5. és 6.-ban ismertetett tételek bizonyitasahoz kiilénb6zé tipusu par-
ticiokra vonatkozo eredményekre volt szitkség. Ezek kéziil most azt a klasszikustol
eltérot emlitjitk meg, mely kiilonb6z6 ¢; primekre

(7.1) girtqfr+...+qfr=n

megoldasszamat €s majdnem minden megoldisban az 8sszeadandok szamat adja
meg. (El8bbire [176]-ban a (4.1)-beli kifejezés, utébbira pedig

1_2}/5 n
T oon

(7.2) og?2 e

+0(Vn log=%" n)
adédott.)

A (7.1) probléma elvezetett egy altalanosabb particidelméleti tétel bizonyitasa-
hoz. Ennek (és tovabbi particiéelméleti eredmények, Gjabb alkalmazasok) ismerteté-
séhez részletesebben kell foglalkoznunk pozitiv egészek particidinak néhany tipusaval.

8. Tekintsiik elszor a klasszikus, EULER Ota vizsgélt particidkat, azaz az n
pozitiv egész

(8.1) n=x+x+.., l=x3=x=... (x; egész)

alaku elddllitasait. Ezek p(n) szdmara G. H. HARDY és S. RAMANUJAN tétele szerint,
nem is a legerGsebb alakban,

1+0(1) 2r —
8.2 = - — :
(8.2) P =S VEV"]

(fgy S, konjugilt osztalyainak szama p(n), és az emlitett, majdnem minden konju-

gilt osztalyra vonatkozo eredmények legfeljebb o(p(n)) kivétellel értenddk.)
ErDOS PAL 1941-ben J. LEnNERrel megmutatta, hogy » majdnem minden (8.1)

tipusti particijaban (tehat legfeljebb o(p(n)) kivétellel) az Ssszeadanddok szdma

(8.3) g Vn log n+0(w(n) Vn),

hacsak w(r) / ==.
Hasonlo tételek érvényesek az un. egyenlGtlen particickra, tehdt az n szdm

(8.4) n=y+yst.., 1=y, <ys=<.. (y; egész)
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alaku eléallitasaira. Ekkor (8.2), ill. (8.3) megfelel6i

_ 1+o(1) m -
(8.5) an) = e [V_i Vn] ,
illetve _
(8.6) —”"’nﬁ Vi +0 (0(n)n's).

A (7.1) probléma mutatja, hogy alkalmazisi szempontbdl jelentds (8.4)-nek
n=z14+z+..., 1=z <2,<..

alaku 4ltalanositasa, éspedig abban az esetben, amikor z; nem akéarmilyen egész,
hanem primhatvany. Ennek megoldasa vetette fel a kovetkez8, joval altalinosabb
problémat.

Legyen

(8.7) O<=li<=i=..

egészeknek olyan sorozata, melyre

Tar ol <s w0
(8.8) A(x)—lé’xl _Blog"x 1+0 fog )’ o, f valds, 0 =x=1.
Jelljiik F(n)nel
(8 9) {j"il-l-‘a'l's_’-"'—l—\‘lijg n
’ 1‘51‘1{1-2“:...‘: if

megoldasszamat és kérdezziik az Gsszeadanddok szamat majdnem minden meg-
oldasban.

TurAN PAL a [199] alatti dolgozatban ERDGS PALlal bebizonyitotta tobbek kozott,
hogy (8.7)—(8.8) mellett (8.9) majdnem minden megolddsdban (tehat legfeljebb
o(F(n)) megoldistdl eltekintve) az Ssszeadanddk szdma

(8.10) Cn?/=+1 log—ﬂhﬁ-l n {l +O(log—1!4(¢+1) n)},

ahol C csak B-t8l, a-tdl és B-tol fiiggd explicit konstans.

A (8.8) megszoritast sok (8.7) tipus sorozat trivialisan teljesiti. Példaula 2,=v
valasztissal kévetkezményként adddik (8.6) egy gyengébb alakja, és hasonloképpen
teljesiil (8.8), amikor (8.7) gyanant a k-adik hatvinyokat (i,=v*) vélasztjuk, vagy
az Osszes primeket, vagy az Gsszes primhatvanyokat stb.

9. DENES JOzseF vetette fel azt a problémat, hogy adott tipusi particidkra
mennyi azon particio-parok szdma, amelyeknek nincsenek egyenld részisszegeik.
Ez a probléma még nincs teljes 4ltaldnossdgban megoldva, ha viszont csak a kozos
osszeadandokat vizsgiljuk, erre nézve TURAN PAL igen megleps eredményeket
bizonyitott [219] és [218] alatti dolgozataiban, nemcsak particio-parokra, hanem
particio k-asokra is. Nemcsak az deriilt ki, hogy majdnem minden k-asnak van
ko6z6s Osszeadanddja, hanem elég sok ilyen van.

Foglalkozzunk eldszor a (8.1) tipusit particiokkal, s legyen =0 tetszéleges kicsi,
tovabba k=2 rogzitett egész. Ekkor a [219] alatti dolgozat egyik tétele szerint
majdnem minden particié k-asban (tehdt legfeliebb o(p(n)¥) kivétellel) legaldbb

[—E—s -szor annyi k6z8s 6sszeadandé van (multiplicitdssal!), mint a k-asban sze-
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1epl6 particiok maximalis 6sszeadandoszama, azaz — (8.3)-mal kombindlva — majd-
nem minden k-asban legaldbb

©.1) (1—0(1))% Vnlogn

kozbs osszeadandé van (multiplicitassal).
Még érdekesebb, hogy az elGbbi tételnek olyan dltalanositdsa is van (Id. [219]),
amikor pl.

9.2) N=m=n=...=n=N(l+o(1)) (N— =)

esetén az my, ny, ..., m particiéibol alkotjuk a k-asokat (ekkor érvényes az el3bbi
allitds megfelelSje legfeljebb

o(p(nyp(ng) - ... - p(m))

kivétellel), s még gyengébb korlatozas esetén is van hasonld becslés.

Azt hihetnénk, hogy e jelenség oka mindéssze olyasféle jellegii, hogy a multipli-
citds miatt ,,sok” particioban eleve sok k&zds ,,kicsi” dsszeadandé van. (Kﬁnnyen
lathaté pl., hogy w(n) /= esetén majdnem minden (8.1) tipust particiéban legalabb

—wz;) -szer szerepel az 1 Osszeadandoként, bar ezek még messze nem adnak
(1—o(1) —2%}/; log n kozds 6sszeadandét.)

Igy igazdn meglepd TUurAN PAL [218] alatti dolgozatanak azon eredménye,
mely egyenlétlen (tehat (8.4) tipust) particickra ad hasonlé téteit, nevezetesen,
£=0, k=2 egész esetén, a (8.4) tipusuakbol alkotott majdnem minden particié

k-asban (tehat legfeliebb o(g(n)*) kivétellel) legaldbb [E—lel—ogi—s]-szor annyi

k6z0s Osszeadand6 van, mint a k-asban szereplé particiok maximalis dsszeadando-
szdma, azaz — (8.6)-tal kombindlva — majdnem minden k-asban legaldbb

©3) (1—o()) o Vi

koz6s osszeadandd van. (Ennek az eredménynek is van (9.2)-re vonatkozd altala-
nositasa.)

10. Most visszatériink az (5.2) eredményhez, tehat hogy S, majdnem minden
H konjugalt osztalyara

(10.1) |H| = n!exp{—(l-!—o(l))gﬁloga n},

ahol |H| a H elemszama.

Ismeretes, hogy S, paronként nem-ekvivalens, (a komplex test feletti) irredu-
<cibilis reprezentacidinak szdma S, konjugilt osztdlyainak szima, azaz p(n). Legyenek
I'y, Iy, ..., T'py S, paronként nem-ekvivalens, irreducibilis reprezenticidi, és legyen
%, a I, karaktere. Ekkor (az egyik ortogonalitdsi relaciobol)

10.2 5 L D =
(10.2) = Iy (H)| _W
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[219]-ben (10.1) egy alkalmazdsaként adddik (10.2)-vel, hogy majdnem minden
H konjugalt osztilyra

6
(10.3) max [y, (H)| = exp {(1 -l-ar(l))ls/—;]/;log2 n},
az E egységosztalyra pedig (mely el6bb a kivételek kozé tartozott)
(10.4 max |1,(B)] = exp{-nlogn—2+0(Vm)}

tehat lényegében Vn! (a lehetséges maximum |y,(H)|-ra). Azonban y,(E) éppen
I', dimenzidja, ezek mindegyike viszont kozvetlen kapcsolatban van » (8.1) tipust
particidival, amelyeket most a kdvetkezd alakban irunk. Legyen

I ={Al+23+...+.1,, =n
Lhzl=.=zl,=1

n egy altalanos particidja.

FROBENIUs és SCHUR egy tétele szerint létezik olyan kodlcsondsen egyértelmii
megfeleltetés n particioi és S, irreducibilis reprezentacidi kdzott, hogy a IT particio-
nak megfelelé I'p-re

H (’:';(_‘J'v'f_v_nu)

(10.6) dim Iy = y5(E) = n! l—’_-,u-:vjm
I Gt m—p!
Py

(10.5) } (2, egész), (m =m(ID))

Ha nemcsak a (10.4)-beli maximumra vagyunk kivancsiak, hanem y,(E) érté-
kére majdnem minden II-re, akkor a (10.6) formula alkalmazisinal varhatdan
sokat kell tudni majdnem minden IT §sszeadandoirdl.

ERDOS €s LEHNER (8.3) tételébGl majdnem minden I7-re (a (10.5) jelSléssel)

(10.7) m = g Vn logn+0(w(m)Vn),

hacsak w(n) . Ebbdl az asszocialt particiok segitségével adédik majdnem minden
IT-re az is, hogy a maximalis §sszeadandodra

(10.8) A =3V§ﬁlogn+o(m(n)ﬁ).

Mint SzaLAY megjegyezte, mar a (10.6)—(10.7)—(10.8)-bél nyerhet§ majdnem
minden IT esetén y,(E)-re a kévetkezd logaritmikus aszimptotika:

(10.9) Zun(E) = exp {51 nlogn+0(nloglog n)},
ebbdl pedig (10.3) ,,forditott-ja is adodik :
(10.10) max lxy (H)| = exp {El nlogn+0(nloglog n}}

majdnem minden I', karakterére.
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11. (10.9) javitasahoz azonban mar viszonylag pontos becslések sziikségesek
a 1, dsszeadanddkra majdnem minden IT-re (s6t — legalabb egy résziikre — egyen-
letesen is, hogy (10.6)-ban szimultan alkalmazhaték legyenek), s e becslések &n-
magukban is érdekesek.

TurAN PAL a [235], [236], [240] alatti dolgozatokban SzALAY MIHALYlyal
kozésen vizsgalta az Osszeadandok eloszlasit majdnem minden [T-re, s kideriilt,
hogy (nem is a leger6sebb alakban idézve)

(11.1) loghn=p é%—g}“?logn-—iiﬁloglog n
esetén
e
(11.2) di= [1+0[—1]]Eﬁ log L
logn)) n ]-—cxp[—ﬂ]
Vén

teljesiil egyenletesen legfeliebb O(p(n)+n~1) particié kivételével. (Kozben adddott
egy uj bizonyitas (10.7)—(10.8)-ra kissé altalanosabb alakban.) Bar az alkalmazas-
hoz (11.1)—(11.2) volt fontos, megemlitjitkk, hogy hasonlé (ha nem is egyenletes)
becslések adodtak a ,,komplementer” tartomanyokra. Ha w(n) ==, akkor

(11.3) -g—f Vnlogn—5ynloglogn = pu= Z—VE Vn logn—Vn o(n)

esetén majdnem minden II-re

S —
(11.4) Ay = exp"—zl— log n—%]—l—()(l)v %log n— %} :

Ha pedig B(n), = és
(11.5) B(n) = pu = loghn,
akkor majdnem minden I7-re teljesiil

/e

(11.6) A= -2% Vn log n—% Vnlog u+0(Vnlog p).

Ezekkel mar lényegesen lehetett javitani a (10.9) becslést, nevezetesen, [240]
tétele szerint legfelijebb O(p(n)-n~1) kivétellel

7
(11.7) xn(E) = Vnlexp {—An+0(n® log' n)},
ahol A jol definialt pozitiv konstans.
ErDOs PAL megjegyezte, hogy (11.7)-ben O [%] hibatag mar nem érhetd el

a kitevdben majdnem minden I7-re, tehat (11.7) nincs til messze a lehetd legjobbtol.

A hosszi ismertetés ellenére kordntsem idéztiik minden részletében TURAN PAL
eredményeit a témakérben, de igyekeztiink bemutatni a vizsgalatok valtozatossagat,
szdmos alkalmazédsat, s bizonyosak vagyunk benne, hogy ezek az eredmények sok
kutatét fognik inspiralni a témakdr tovabbi vizsgalatara.
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