
2. STATISZTIKUS CSOPORTELMtiLET J% 
PARTfCI6ELMGLET 

ERDijS PtiL Cs SZALAY MIHxhLY 

1. MielGtt r&zletesen ismertetnenk TI.JRAN PAt eredmtnyeit a cirnbeli teriileteken, 
n6hBny kiragadott t&e1 v&zlatos kimond%val igyeksziink trzekeltetni a probltma- 
k&t, a statisztikus jellegii tetelek szerkezettt. 

A matematika olyan teriiletein, mint pl. a vales ftiggvenytan, a grafelmelet, 
gyakoriak es megszokottak olyan jellegii t$elek, amelyek a vizsgalt objektumokra 
,,viszonylag keves kivetellel” teljesiilnek. Erdemes megemliteni egy ilyen jellegii 
algebrai tetelt is. B. L. VAN DEX WAERDEN bizonyitotta be 1933-ban, hogy rijgzitett 
n-re bizonyos Crtelemben ,,majdnem minden” egtsz egyiitthatos n-edfokt’r algebrai 
egyenlet Galois-csoportja az S, n-edfoku szimmetrikus csoport. 1944-ben V. L. GON- 
CSAROV megmutatta, hogy S,, majdnem minden eleme (tehat eltekintve legfeljebb 
o(p1!) szhrnti elemt61) ,,kiirtilbelW’ log n ciklust tartalmaz a kanonikus felbontasa- 
ban. Tekintsiik most S,-ben az elemek rendjtt. E. LANDAU egy ismert tttele szerint 

U-1) yc:xO(P) = exp{(l+o(l)) G}, 
,I 

tehat minden elem rendje j&al kisebb, mint a trivialis rt ! korlat. 
TURIN P;U, a [155] alatti dolgozatban ERDBS PALlal kijziisen bebizonyitotta, 

hogy majdnem minden elem rendje mtg az (I.l)-beli kifejezesntl is joval kisebb 
(tehat viszonylag keves elem rendje juthat akar csak a kozeltbe is az (l,l)-beli 
maximumnak), pontosabban tetszBleges 8=-O, 6~0 eseten n=+,,I.s, S)-ra S,,-nek 
legalabb (l -6)n ! szamti elemere teljestil a k8vetkez6 : 

(1.2) 

igy mtg a kis rend6 elemek is ,,kevesen” vannak. Itt hangsulyozni kell, hogy a kidte- 
les elemeket tekintve, ezek &ma meglehetBsen nagy lehet, csupan a csoport rend- 
jehez viszonyitva kicsi. PCldBul S,,-ben az egyetlen II elemii ciklusbol 9116 permut& 
ciok szama 

(n-l)! = $u! 

illetve rendje 
n = exp {log n}. 

Teh&t ezek nem teljesitik (1.2)-t es eleg sokan is vannak, viszont, a csoport rendjevel 
hasonlitva ossze, csak o(n!) a szamuk. (Ugyanez a p&da mutatja, hogy hasonlo 
a helyzet GONCSAROV emlitett tetelCnC1 is.) 
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A kes6bbiekben ismertetjiik TURIN P.&L, hason jellegii eredmenyeit a rend- 
brtekek aritmetikai szerkezetevel, ill. konjugilt osztalyok elemszAmfiva1 Cs (elemei- 
nek) rendjtvel kapcsolatban. Most inkhbb a [176] alatti (szinten ERD&&el kozos) 
dolgozatanak azt az eredmenyet emeljiik ki, amely dges csoportok szimmetrikus 
csoportokba vale beagyaz&val kapcsolatos. Kozismert, hogy minden legfeljebb 
n-edrendii csoport beagyazhato &-be, s termeszetes. k&d&, hogy milyen S,,,-re 
igaz ez m-=n eseten. Kommutativ csoportok esetere [176] egyik tetele ad statisztikus 
valaszt : Legyen 

0.3) @(n)/l--, $(n) = Fe’. 

Ekkor majdnem minden legfeljebb n-edrendii kommutativ csoport beigyazhato 
&,-be, ha 

(1.4) m=&, [ 1 
s ez lenyegeben nem is javithato. 

A statisztikus csoportelmeleti eredmCnyek v8ltozatos&g& szemlelteti, hogy 
11761 ea masik tetele logaritmikus aszimptotikat szolgaltat S,-ben egy P-vel fel- 
cserelheta elemek szamhra, majdnem minden konjugalt oszt8lybol vett P-re. 

S,-ben a cikIusfelbont& es a rend kapcsolamra gondolva vagy emlekezve arra, 
hogy S, konjugalt osztalyainak szama eppen az n particidinak &ma, nem meglepci, 
hogy a statisztikus csoportelmtleti eredmenyek kapcsolatban vannak pozitiv egeszek 
kiilijnbiiza tipusti particidi osszeadandoinak viselkededvel, s az ezekre nyert elosz- 
lasi tetelek iinmagukban is Brdekesek. 

TURIN PAL statisztikus csoportelmeleti Cs particioelmtleti eredmtnyeit a 
11551, W31, U711, D741, [1761, t1841, WI, Ml, WA, WI, [‘JO% W81, WI, 
[223], [235], [236], [238], [240] alatti dolgozatok tartalmazzak, A bizonyitisok valto- 
zatos segedeszkozbket hasznalnak fel az anahzisbbl, stimelmeietbB1, kombina- 
torikibol, val6sziniis6gsz~~t8sb61 es algebrabbl, szerkezettiket tekintve pedig 
elsiisorban szamelmeleti es reszben valosziniis&gszamitasi jellegfiek. Figyelembe v&e, 
hogy a temakiirben viszonylag keves hasonlo jellegti eredmeny sziiletett korabban, 
bizvast mondhatjuk, hogy a szcimelmklet egy fij, alkalmazdsokban gazdag fejezetdro”1 
can szd. 

2. A reszletes ismertetesre t&e, vizsgaljuk S,, elemeinek rendjet. Majdnem 
minden P-re mar emlitettiik az (1.2) becslest, amely azonban mCg nem a legerosebb. 
A statisztikus vizsgalatot egyebkent D. H. LEHMER azon tapasztalata inspiralta, 
hogy veletlenszeriien kivett P-re 0 (P) nagyon kicsi az (1. I)-beli maximumhoz kepest. 

TURAN Pk statisztikus csoportelmeleti eredmenyeinek nagy resze egy 7 dolgo- 
zatbbl 9116, ERD& PALlal kozos sorozatban szerepel (Id. [155], [171], [174], [176], 
[197], [206j, [209]). AZ (1.2) becsles a sorozat I. reszeben, a [I551 alatti dolgozatban 
szerepel, valamivel er8sebb formaban, s8t, a bizonyitas tulajdonkeppen kiadja 
a kiivetkeziit. Ha w(n)/= tetsziileges lassan, akkor majdnem minden P-re (tehat 
legfeljebb o (n !) elem kivttelhel) 

(2.1) [ logO(P)-~log2n[ CZ w(n)log%r. 

l?rdemes megemliteni, hogy kijzben GONCSAROV tetelenek kiivetkezii analogonja 
adodik. Jeliiljiik k(P)-vel a P kanonikus felbontasaban szereplii kiiliinb~zo” ciklus- 
hosszak sz6mat. Ekkor majdnem minden P-re teljesiil 

12.2) Ik(P)-lognl -c w(n)I/logn. 
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(Ugyanakkor kijnnyii belatni, hogy minden P-re csupan 

1 5 k(p) 5 [ --l+Cgn+l ] 

allithato, s rnindket oldalon elerhet6 egyenl6sCg.) AZ emlitett ktiliinbiizo ciklus- 
hosszak legkisebb kiizos tobbsz6rose adja O(P)-t. [155]-biil az is kideri.il, hogy ez 
a 1k.k.t. majdnem minden P-re Jenyegeben” a szorzattal helyettesithetg. 

Hogy (2.1) tovabb mar nem javithato (amennyiben legfeljebb o(n!) kivetelt 
engediink meg), azt a sorozat III. rCszCnek (ld. [174]) tetele mutatja, mely szerint 
O(P) ,,logaritmikus Gauss-eloszlbt” mutat, pontosabban, tetsz6leges nagy x,, pozi- 
tlv szimra es XC[ --x0, x,,]-ra K(n, x)-szel jelijlve azon P-k szamat S,-ben, amelyekre 

(2.3) log O(P) 5 f log2 n +x log* p1 
73 

teljesiil, [--a+,, x,,]-ban eaenletesen 

(2.4) 

3. A csoportehnelet tiibb kerdeseben az O(P) Crttkentl fontosabb az arit- 
metikai szerkezete. (Ilyen jellegti dtelb61 nyerte FROBEWIUS 1893-ban, hogy minden 
ntgyzetmentes rendii vkges csoport feloldhato.) A. SCHINZEL vetette fel azt a k&d&, 
vajon igaz-e, hogy majdnem minden P-re O(P) pbros. A sorozat II. resze (Id. [171]) 
messzemeno altalanositassal valaszolja meg a k&d&t. [171] egyik tetele szerint 
ugyanis, ha o(n)/= tetsziileges lassan, akkor majdnem minden P-re O(P) oszthatb 
minden olyan primhatvannyal, amely legfeljebb 

(3.1) 
log n 

I 
l+3wodog~ dn> 

log log rt log log It I -1og1ogn ’ 

s ez 1Cnyegeben nem is javithatd, mivel[171] egy masik tetele szerint majdnem minden 
P-re van olyan prlmszam, amely legfeljebb 

(3.2) 
log n 

log log n 1 
1+3woglog n+ d-4 

log log n log log n I 

es vele O(P) mar nem oszthato. 
El&e adott primmel va16 oszthatosaggal kapcsolatban Crdekes a kiivetkez6 

eredmeny (Id. [171]) a log r2 klirtili primekre. Ha cx rogzitett pozitiv szam, PO olyan 
prim, melyre 

(3.3) PO = (@t-m) log n, 

tovibba b(n) jeliili azon P-k szamat, amelyekre O(P) nem oszthato PO-lal, akkor 

limbo=exp ’ 
n-f- n! ( 1 

-- 9 
a 

tehat S,, elemeinek egy pozitiv szizalCka mCg oszthato PO-lal, de ez m8r nem allit- 
hat6 majdnem minden elemre, 
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Ezut&n meglep6 lehet, hogy az O(P) pmax maximklis primfaktora meg ,,majdnem 
mindig” ,,igen nagy”, pontosabban (ld. [ 171]), ha w(n)/ 00 tetszeleges lassan, akkor 
majdnem minden P-re 

13.5) nexp{-o(n)=} -= pmaI -= nexp 
-t -&Kg 

(persze szo sines arrol, hogy ,,majdnem mindig” ugyanaz a prim lepne fel maxi- 
m&k&t). 

A kiivetkezti tetel, mely (3.5) bizonyitisihoz kellett, iinmaghban is erdekes. 
Legyenek a,, Q, . . ,, a, egkszek, melyekre 

(3.6) 1sL-l 1 -= a, -=...e a, S n. 

Ekkor S,-ben azon P-k &ma, amelyeknek nines sem a,, sem a,, . . . . sem a, hosszu- 
sagti ciklusuk a kanonikus felbonthsban, legfeljebb 

(3.7) 

A bizonyidsokban alapvetci’ szerepet jatszik az a gondolat, mellyel TURAN PAL 
1934&n G. H. HARDY 6s S. RAMANUJAN v(m)-re (m kiil&biizii primfaktorainak 
&ma) vonatkoz6 teteltt bizonyitotta, ti. hogy majdnem minden rnsn-re v(m)= 
=(I So(l)) log log n. Szamos statisztikus csoportelmeleti tetelben fordul elci a 

J$ {v(m)-log log n)2 
rn=l 

kifejezessel analog iisszegek vizsghlata, ami a bizonyitasok val6szin%gsdmftsisi 
h8tteret mutatja (Csebisev-egyenl6tlenseg). 

J%demes meg megemhteni, hogy J. D. DIXON a (3.6)--(3.7) tetel felhasznll&&val 

bizonyitotta be 1967-ben E. NETTO aZOn sejteset, hogy Pr , P,c-Si + $ val&zinWggel 

gener5ljGk &,-et. 
4. S,,-ben az O(P) Crtekek statisztikus vizsgGlata mas szempontok (m&s 

,,&lyoz~s”) szerint is tortenhet. Mivel ,,sok” elemre lehet a rend azonos, a (2.1)-t61 
lenyegesen elter6 a helyzet, ha a kiGzb&io” rend-ktikeket vizsg&ljuk. A sorozat 
IV. reszebbl (ld. [176]) kideriil, hogy S, elemeire a kiiliinb&ti rend-CrtCkek sz&ma 

(4.1) 

s a lehetseges kiiliinbijzii rend-ertekek kiiztil majdnem minden a kovetkezii alakti: 

exp{(l+o(l)) flF2 I/nlogn), 

ami ltnyegesen nagyobb, mint (1.2), b&r mCg mindig csak kb. negyzetgyiike az 
(1. l)-beli maximumnak. Mindenesetre a lehetseges rend-ertekek tiibbsege csaknem 
olyan nagy, amilyen nagy csak lehet, viszont a legtiibb F-hez a ,,kevts” kiizepes 
rend-erttk tartozik. 
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Ismet tij oldalr61 vilirgitja meg a rendek eloszlrisat, ha - O(H)-val jelolve 
S,, egy H konjugalt osztalyaban az elemek koziis rendjet - O(H) viselkedeset 
n&zGk majdnem minden H konjugalt osztalyra. A sorozat VII. rbtinek (Id. 12091) 
eredmenye szerint majdnem minden H-ra 

(4.3) O(H) = exp{(&-t-41)) C}, 

ahol 

Eszerint a (2.1)-beli j&al kisebb CrtCket ,,kev&, de nepes” osztily elemei okozz&. 
(Mar ez is felveti majdnem minden H osztaly elemszamlinak kerdbet, amire meg 
visszat&unk.) Ha minden H-t tekinttink, ezek elegge kiilonb6z6 elemszam6ak lehet- 
nek, igy - statisztikusan - O(H) aritmetikai szerkezete varhatoan eltCr O(P)-CtGl. 
VaKban, a sorozat V. rbsz&ek (Id. [197l) t&ele szerint, (3.5)-tel szemben, o(n)/ m 
esettn majdnem minden H konjugalt osztalyra O(H) maximalis primfaktora 

A sorozat Vi. rCszebB1 (ld. [2O6]) kidertil, hogy (3.1)~nek is van analogonja 
tijabb szempontunkbol, nevezetesen, o(n)/ 00 eseten majdnem minden H-ra O(H) 
oszthato minden olyan primhatvannyal, amely legfeljebb 

(4.5) 

s lenyegeben ez sem javithato (a (3.1)---(3.2)-h& hasonloan). 
5. IGilSn kiemeljiik a sorozat IV. rt%tinek (Id. [17q) azon tetelet, mely szerint 

majdnem minden konjugalt osztalybol vett P-re teljesiil, hogy a P-vel felcserelhet6 
S,-beli elemek szama 

DYNES J~ZSEF megjegyezte, hogy (5.1) alkalmazhatci az XYX-lY-l= P kommu- 
Gtoregyenlet megoldasszamanak vizsgalat&riil. 

Fontos kiivetkezm&rye (5.1)~nek, hogy S, majdnem minden konjugalt osztiilya 

(5.2) n! exp{ -(I fo(l))z e 1/;; log2 n} 

elemet tartalmaz. Ennek egy reprezentacioelm6leti alkalmaz&& fogjuk kes6bb 
ismertetni. 

6. Az ismertetett eredmenyek nagy resze kijzvetleniil adja a megfelel6 teteleket 
S,, helyett A,-re, az n-edfoku alternalo csoportra. N&harry problematikus esetet vizs- 
gal TUREEN PAL a [184] alatti, DYNES IoZSEFfel6s ERDBS PALlal kiiziis dolgozatban. 
Az egyik problemat A, konjugalt osztalyszam6nak meghatarozasa jelenti. Mig 
S, konjugalt osztalyainak szama az n particioinak szama, [1X4] egyik tetelCbB1 
kideriil, hogy A, konjugalt osztalyainak szama ltnyegeben az elBbbinek fele, de csak 
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viszonylag durvan, valcjaban valamivel nagyobb. Ezutan (5.1) atviheto A,-re. 
[184]-ben szerepel a (2.3~(2.4) kiivetkezo analogonja is. Rligzitett vales x-re jeldljiik 
F(n, x)-szel A, azon P elemeinek szamat, amelyekre 

(6.1) 

Ekkor 

3 

logO 5 +og”n+-$ogQ 

(6.2) 
lim F(n, x) -nr = & -jexp (-g) du. 
n-m 1 

2 * 

7. A 4., 5. es 6.-ban ismertetett tetelek bizonyitasahoz kiili5nbozCi tipusli par- 
ticiokra vonatkoz6 eredmenyekre volt sziikseg. Ezek k&ii1 most azt a klasszikust61 
elterst emlitjiik meg, mely ktildnbiizo qj primekre 

(7.1) 

megoldasszamrit es majdnem minden megoldasban az bsszeadandok szamat adja 
meg. (ElBbbire [176]-ban a (4.1)-beli kifejezts, utobbira pedig 

(7.2) 
l= 26 -log2 

x v- 
&+o(VK log-O,‘3 rr) 

adodott.) 
A (7.1) problema elvezetett egy altahmosabb particioelmeleti t&e1 bizonyitasa- 

hoz. Ennek (es tovabbi particioelmeleti eredmtnyek, tijabb alkalmazasok) ismertetb 
sehez reszletesebben kell foglalkoznunk pozitiv egtszek particioinak n&harry tipuskal. 

8. Tekintstik el&ziir a klasszikus, EULER &a vizsgalt particiokat, azaz az rt 
pozitiv egesz 

(8.1) n =x,+x,+... , 1 5 x1 5 xZ S... (xi egtsz) 

alakti elo”allitbsait. Ezek p(n) szamara G. H. HARDY 6s S. RAMANUJAN tetele szerint, 
nem is a legergsebb alakban, 

(8.2) 
1 -l-o(l) 

P(n) = - 
4nJG 

exp g vn . 
( 1 

(fgy S, konjugalt osztalyainak szama p(n), es az emlitett, majdnem minden konju- 
gait osztalyra vonatkozo eredmenyek legfeljebb o (p (n)) kivttellel trtendck.) 

ERD& PAL 1941-ben J. LEHNnm-el megmutatta, hogy n majdnem minden (8.1) 
tipus particiojaban (tehat legfeljebb o (p (n)) kivetellel) az osszeadandok szama 

(8.3) gpAoen+O(o(n) Vi), 
hacsak o(n)/ 00. 

Hasonlo tetelek Crvenyesek az tin. egyenlhtlen particibkra, tehat az n szam 

(8.4) n = y,+y,+... , 1 P y1 -= y2 -=.., (yi egksz) 
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alakli el&llitasaira. Ekkor (8.2), ill. (8.3) megfeleloi 

(f-w 

illetve 

4(n) = 
1+0(l) 

4n3/” I 31/4 

A (7.1) problema mutatja, hogy alkalmazasi szempontbol jelentBs (8.4)-nek 

n 2 q+z,+... , 1 S 2, K z2 -=... 

alaku gltalanositasa, Cspedig abban az esetben, amikor zi nem akarmilyen egcsz, 
hanem prfmhatvany. Ennek megoldasa vetette fel a kiivetkezc, j&al altalanosabb 
problem&. 

Legyen 

(8.7) 0 -=t A, -=z & +==... 

egeszeknek olyan sorozata, melyre 

(8.8) AC4 = ,“ZXl = .&{l+&&)}, a,P vales, O-=X~ 1. 

Jeloljiik &p(n)-nel 

megoldasszamat es ktrdezziik az bsszeadandok &mat majdnem minden meg- 
old&ban. 

TURIN PAL a [199] alatti dolgozatban ERDBS PMal bebizonyitotta tijbbek k&&t,. 
hogy (8.7)-(8.8) mellett (8.9) majdnem minden megoldasaban (tehat legfeljebb 
o(F(n)) megoldastdl eltekintve) az Sszeadandok &ma 

(8.10) C&-f-l log+“+1 n (1 +(qlog-w”+l, n)}, 

ahol C csak B-t& a-t61 Cs fi-to1 fiiggB explicit konstans. 
A (8.8) megszorikist sok (8.7) tipus sorozat trivialisan teljesiti. Ptldaul a I,= v 

valasztassal kbvetkezmenyk&t adodik (8.6) egy gyengebb alakja, Cs hasonlokeppen 
teljesiil (8.8), amikor (8.7) gyanant a k-adik hatvanyokat &=vk) valasztjuk, vagy 
az iisszes primeket, vagy az iisszes primhatvanyokat stb. 

9. DYNES J~ZSEF vetette fel azt a problem&, hogy adott tipusu particibkra 
mennyi azon partic%-parok szama, amelyeknek nincsenek egyenlo” rtsziisszegeik. 
Ez a problema mtg nines teljes altalanossagban megoldva, ha viszont csak a kozijs 
iisszeadandiikat vizsgiljuk, erre ntzve TURAN P;aL igen meglepo” eredmenyeket 
bizonyitott [219] es 12181 alatti dolgozataiban, nemcsak par-tic&parokra, hanem 
pa&i6 k-asokra is. Nemcsak az deriilt ki, hogy majdnem minden k-asnak vam 
kiizijs ijsszeadandoja, hanem eltg sok ilyen van. 

Foglalkozzunk el6sz6r a (8.1) tipusli particiokkal, s legyen ~-0 tetsziileges kicsi,. 
tovabba k&2 riigzitett egesz. Ekkor a [219] alatti dolgozat egyik tctele szerint 
majdnem minden particio k-asban (tehat legfeljebb o (p(n)k) kivbtellel) Zegulcibb 

-szor annyi k&z& iisszeadando van (multiplicit&sal!), mint a k-asban sze-- 
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rep16 particibk maximtiis (isszeadandosdma, azaz - (8.3)-ma1 kombinalva - majd- 
nem minden k-asban legaldbb 

(9.1) (I-o(l))g-G&gn 
kozizbs (isszeadandci van (multiplicitassal). 

Meg Crdekesebb, hogy az el6bbi tetelnek olyan riltalanositasa is van (Id. [219]), 
amikor pl. 

w> N s nl s n2 s . ..s nk s N(l+o(l)) (N + -) 

esetcn a2 n,,n,, . . . . n, particioibol alkotjuk a k-asokat (ekkor 6rvCnyes az eliibbi 
allit& megfeleleje legfeljebb 

o(&Mn2)- . . . *P(G)) 

~kivetellel), s m6g gyengkbb korlatozas eseten is van hasonlo becsles. 
Azt hihetnenk, hogy e jelenseg oka mindiissze olyasfcIe jellegti, hogy a multipli- 

.citAs miatt ,,sok” particioban eleve sok kdziis ,,kicsi” iisszeadando van. (Konnyen 
l&hat6 pl., hogy w(n)/ m esetin majdnem minden (8.1) tipusti particidban legalabb - 

p -szer szerepel az 1 &szeadandok&rt, bar 
Nd 

(1-o (1)) gfi log 12 kbz6s osszeadandot.) 

fgy igazAn meglep6 TIJRAN PAF, [218] alatti dolgozatinak azon eredmenye, 
ad hasonlo teteit, nevezetesen, mely egyenZ&Zen (tehgt (8.4) tipusti) partlciokra 

X=-O, kz-2 egesz esetcn, a (8.4) tipusGakb61 alkotott majdnem minden particid 

ezek m&g messze nem adnak 

k-asban (tehat legfeljebb ~(q(rt)~) kiv.5tellel) legahibb k. 2E lloe 2 -.s -szor annyi . 
k6z6s iisszeadando van, mint a k-asban szerepl6 part&ok maxi&% iisszeadando- 
s&ma, azaz - (8.Qtal kombinfilva - majdnem minden k-asban Iegaitibb 

cm 

ktiziis iisszeadando van. (Ennek az eredmdnynek is van (9.2)-i-e vonatkozo ahal& 
nositba.) 

10. Most visszateriink az (5.2) eredmdnyhez, tehst hogy S, majdnem minden 
H konjugalt ostilyara - 

‘(10.1) IHI = n!exp {-(l+o(l))~filog2n}, 

ahol ]H[ a H elemstima. 
Ismeretes, hogy S,, prironkent nem-ekvivalens, (a komplex test feletti) irredu- 

cibilis reprezenticibinak sz&na S, konjugah osztalyainak szama, azazp(n). Legyenek 
r19r2, a**, r&d., S,, pironk&rt nem-ekvivalens, irreducibilis reprezenticioi, Cs legyen 
.xy a rY karaktere. Ekkor (az egyik ortogonalit&si relBci6b61) 

(10.2) 
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[219]-ben (10.1) egy alkalmazhakent adodik (10.2)~vel, hogy majdnem minden 
H koniugalt osztllyra 

(10.3) maxlx Y Y (JOI =exp{(l+o(l))~1/;E.l0gZn) 87~ , 

az E egydgosztalyra pedig (mely elBbb a kivetelek kiize tartozott) 

(10.4) m,ax jxy(E)] = exp i n log n -+ +0(G)}, 

tehat ltnyegeben m (a lehetseges maximum Ix,,(IJ)l-ra). Azonban x-(E) eppen 
TV dimenzioja, ezek mindegyike viszont kiizvetlen kapcsolatban van pt (8.1) tip& 
partici6iva1, amelyeket most a k&etkezb alakban irunk. Legyen 

(10.5) 
17 = n,+n,+...+n, = n 

i &a;,&S...S&,l 1 
(A, egCsz), (m = m(n)) 

n egy altal&nos particioja. 
FROBENIUS Cs SCHUR egy tetele szerint le’tezik olyan ko1csGrGser.r egyCrtehnfi 

megfeleltetea n particidi Cs S,, irreducibilis reprezenticioi koziitt, hogy a II particio- 
nak megfelel6 r,-re 

fl (3,,-3b,+v-p) 
(10.6) dim r, = ;cn(E) = n! ““<v~” 

IT &I+m-PY 
p=1 

Ha nemcsak a (10.4)-beli maximumra vagyunk kivancsiak, hanem x=(E) Crte- 
k&e majdnem minden II-re, akkor a (10.6) formula alkahuazasiinal vArhat6an 
sokat kell tudni majdnem minden I2 &szeadand&N. 

ERD& 6s LEHNER (8.3) t&elcbbl majdnem minden II-re (a (10.5) jeWsse1) 

6 m = 2x fi log n +0(CD(n>fi), 

hacsak w(n)/’ 00. Ebb61 az asszocialt partici6k segitdgevel adodik majdnem minden 
Cre az is, hog a maximalis iisszeadandora 

(10.8) A1 - lG - yz& jG log 71 +o@(n)fi). 

Mint %4LAY megjegyezte, m8r a (10.6)+10.7)---(10.8)~b61 nyerhet6 majdnem 
minden II esetdn X=(E)-re a kiivetkez6 logaritmikus aszimptotika: 

(10.9) x=(E) = exp k n log n+O(n loglog n) , 

ebb61 pedig (10.3) ,,forditott”-ja is adodik: 

(10.10) m,ax]xy(H)[ = exp 
I 
+nlogntO(aloglogn) 

> 

majdnem minden ry karakterere. 
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II. (10.9) javit&hoz azonban mir viszonylag pontos becsl&ek szi.iksCgesek 
a I, Csszeadandbkra majdnem minden II-re (sat - legalabb egy r6sziikre - egyen- 
letesen is, hogy (IO.(i)-ban szimult5n alkalmazhat6k legyenek), s e becslCsek 6n- 
magukban is Brdekesek. 

TURIN PAL a [235], [236], [240] alatti dolgozatokban SZALAY MIHALYlyal 
kdzijsen vizsg&lta az iisszeadandbk eloszlMt majdnem minden II-re, s kidetilt., 
hogy (nem is a 1egerBsebb alakban idtzve) 

(11.1) 
G log~n~p~Z;;~logn-5~loglogn 

esetin 

teljesiil egyenletesen legfeljebb 0 (p ( n ‘n-l) par&i6 kiv&el&el. (Kijzben ad6dott ) 
egy tij bizonyitis (10.7)-(10.8)-ra kiss6 AltalStnosabb alakban.) B6r az alkalmaz&+ 
hoz (1 l.l)-( 11.2) volt fontos, megemlitjiik, hogy hason (ha nem is egyenletes) 
becslCsek ad6dtak a ,,komplementer” tartom8nyokra. Ha o(n)/” Q), akkor 

(11.3) ~Vj;logn-5li;;loglogn~~~~llnlogn-~o(n) 

esetCn majdnem minden II-re 

(11.4) 1, = exp 

Ha pedig B(n)/a 6s 

(11.5) B(n) 5 p S log6 n, 

akkor majdnem minden II-re teljesiil 

Ezekkel m8r 1Cnyegesen lehetett javitani a (10.9) becslCst, nevezetesen, [240] 
tCtele szerint legfeljebb 0 (p (IZ) * n-l> kivttellel 

(11.7) X=(E) = fn?exp {-An+O(n:log4 n>>, 

ahol A $51 definiQlt pozitiv konstans. 

ERDBS PAL megjegyezte, hogy (11.7)-ben 0 hibatag m&r nem trhetg el 

a kitedben majdnem minden I7-re, tehat (11.7) nin& tti messze a leheta legjobbt61. 
A hosszti ismertetCs ellenCre korintsem idCztiik minden r&zlet&ben TURIN PAL 

eredmhnyeit a t&mak8rben, de igyekeztiink bemutatni a vizsg&latok v8ltozatossight, 
szimos alkalmaz&t, s bizonyosak vagyunk benne, hogy ezek az eredmtnyek sok 
kutat6t fognilk inspirhlni a ttmak6r tovabbi vizsghlat8ra. 
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